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PRÉFACE. 



Je pense quMI convient d'expliquer en quelques mots le long intervalle 
. qui sépare la présentation des différentes parties de ce travail à FAcadémie. 

La première partie qui traite des courbes planes et des surfaces du second 
degré^ et dont les résultats m'étaient acquis au mois de mai et de juin 1 869 (*), 
avait été présentée à la classe dans les séances successives du 9 octobre et 
du 8 novembre de cette même année et dans celle du 5 février 1870. 

Des analystes distingués voulurent bien me faire quelques observations 
relatives au mode de démonstration de . Fun des théorèmes les plus impor- 
tants ^ et je cherchai à éclaircir le point qui leur paraissait douteux. 

Frappé sur ces entrefaites par de grands deuils qui m'obligèrent pendant 
plusieurs mois à renoncer à tout travail^ ce n'est qu'à la fin de cette année 
que j'ai pu mettre la dernière main à mon Mémoire. 

Peut-être eùtnl été désirable que je pusse le remanier ; mais d'une part y 
le peu de temps dont je dispose ne me l'eût pas permis ; d'autre part ^ en le 
laissant sous sa premi^e forme , j'avais l'avantage d'indiquer au lecteur la 
marche qui a été suivie dans l'invention. Je me suis donc borné à signaler 
par quelques notes datées les passages qui pouvaient sembler douteux ^ et je 
les ai élucidés dans une addition également datée. 

En cherchant à donner à ces éclaircissements leur forme la plus simple y 
je suis arrivé à démontrer très-brièvement mon extension du théorème de 

(*) J*ai consigné les principaux résultats dans des plis cachetés déposés à l'Académie vers 
ces époques. 
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Pascal ^ et en même temps à donner à ce théorème et à celui de Desargues 
une généralisation que je n^avais pas prévue^ quoique j'eusse déjà étendu 
ces théorèmes aux courbes planes des cinq premiers ordres, et leurs corré- 
latifs à celles des cinq premières classes : cette généralisation qui porte sur 
toutes les courbes algébriques trouvera place dans Vaddition dont je viens 
de parler. 

Pour les surfaces du troisième ordre et pour celles de la troisième classe, 
j'avais depuis longtemps préparé un travail dans lequel j'étendais à ces 
surfaces, entre autres théorèmes, ceux de Pascal et de Brianchon. Il a été 
interrompu comme l'autre, et afin de prendre date, j'ai présenté à l'Académie, 
dans la séance du 3 décembre, une démonstration purement géométrique de 
ces théorèmes. Dans le présent mémoire je démontre analytiquement les 
théorèmes de Pappus, de Desargues et de Pascal pour les surfaces du 
troisième ordre , et leurs corrélatifs pour celles de la troisième classe. 

La partie de mon travail relative aux coordonnées triédriques était égale- 
ment à peu près terminée au commencement de cette année ; je n'ai pas 
encore pu la reprendre ; j'espère toutefois l'achever prochainement. 

Peut-être, si j'ai quelque loisir, pourrai-je étendre davantage encore ces 
théorèmes qui renferment en germe toute une géométrie supérieure carte- 
sienne et qui seront accueillis avec plaisir, je l'espère, par les géomètres. 

Je n'ai pas encore pu m'occuper des constructions auxquelles doivent con- 
duire mes théorèmes : ce sont là des desiderata qui méritent que de jeunes 
géomètres y consacrent leurs elBforts. J'y applaudirai de tout cœur. 

Qu'il me soit permis d'adresser mes remercîments à MM. Clebsch et 
Gilbert pour les éclaircissements qu'ils ont bien voulu me donner. 

Liège, 17 décembre 1870. 



FONDEMENTS 



D l'NE 



GEOMETRIE SUPÉRIEURE CARTÉSIENNE. 



PREMIÈRE PARTIE. 



PRELIMINAIRES. 

L'Académie des sciences de Bruxelles, qui s'honore d'avoir reçu dans son 
sein cette pléiade de savants illustres à laquelle restera désormais attaché 
dans l'histoire le nom de géomètres belges, avait pressenti, il y aura bientôt 
un demi-siècle , que les théorèmes de Pascal et de Brianchon devaient avoir 
leurs analogues dans les surfaces du second degré; et elle avait mis cette 
question au concours à deux reprises différentes , sans toutefois que les efforts 
tentés par les géomètres les plus éminents eussent paru couronnés de succès. 

Si ces propriétés avaient été découvertes par voie d'extension des propriétés 
du plan à celles de Tespace , îeur auteur n'eût pas manqué de se poser ces 
autres problèmes : Existe-t-il des propriétés analogues pour les courbes et 
les surfaces de degrés supérieurs? Et il les eut résolus, si sa méthode avait 
porté en elle-même le caractère de généralisation. 

On dirait que les méthodes des Steiner, des Môbius, des Carnot, des 
Poncelet, des Gergonne, des Chasles, des Dandelin, des Quetelet, des 
Brasseur restent comme frappées d'impuissance vis-à-vis de ces beaux pro- 
blèmes ; nous voudrions en rechercher la cause. 

Elève de Brasseur, nous avons appris à son école à admirer les travaux des 
géomètres qui, depuis iMonge, ont ouvert tant de voies nouvelles d'investi- 
gation; mais nous sommes toujours resté convaincu néanmoins, avec Lamé, 
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de la supériorité des méthodes analytiques^ supériorité qu'ont fait ressortir 
avec tant d-éclat d'éminents géomètres modernes , particulièrement en Alle- 
magne et en Angleterre. 

Nous avons déjà émis cette opinion dans des travaux antérieurs, et Ton 
voudra bien nous permettre de rappeler à ce sujet qu'en partant de cette 
simple idée qu'un déplacement rectiligne infiniment petit d'un point matériel 
peut être considéré comme s'effectuant sur une courbe à laquelle la direction 
de ce déplacement est tangente , nous en avons déduit par l'analyse seule , 
toute la théorie du mouvement d'un corps solide, et que nous sommes 
arrivé à des théorèmes qui avaient échappé à l'auteur de la théorie des 
couples (*). Nous avons été heureux de l'approbation que l'un des savants 
modernes les plus illustres a bien voulu accorder à ces travaux dans une 
note adressée à l'Académie des sciences de Paris (**). 

Pour le sujet qui nous occupe, la supériorité de la méthode analytique 
nous semble consister en ce qu'elle peut , par cela même qu'elle est analy- 
tique , étendre immédiatement à l'espace les propriétés qu'elle a démontrées 
pour le plan , ou à des courbes d'un degré supérieur les propriétés qu'elle 
a démontrées pour les courbes du second degré. C'est ainsi que nous verrons 
la même méthode, au moyen de laquelle nous arrivons aux théorèmes de 
Pascal et de Brianchon, trouver immédiatement les théorèmes analogues 
pour les surfaces , ainsi que pour les courbes de degrés supérieurs ; ou bien 
la méthode qui conduit à la génération d'une courbe du second degré, trou- 
ver également celle des surfaces et celles des courbes de degrés supérieurs. 

On verra à l'évidence pourquoi l'involution de Desargues est particuliè- 
rement propre aux courbes et aux surfaces du second degré, tandis qu'elle 
ne l'est pas à celles d'un degré supérieur; mais en outre on sera conduit à 
donner à cette idée de l'involution une extension que la géométrie supérieure 
ne semble pas avoir prévue (***) ; et l'on reconnaîtra que l'analyse est une 
méthode puissante, non-seulement de généralisation, mais d'invention. 

(*) Voir les Bulletins de l'Académie, 2"« série, t. XX, n» 8, et t. XXIV, n" 9 et 10. ' 

(**] Voir les Comptes rendus, séance du 11 mars 1868. Note de M. Clausius h ioccasion de 

l'envoi de la fraduction de son ouvrage sur la Théorie mécanique de la chaleur par M. F. Folie. 

(***) Depuis que ce travail a été écrit, nous avons trouvé dans la nouvelle édition du Traité de» 

propriétés projectives , de Poncclet (t. Il , p. 240 et suiv.) , celte extension de l'idée de Tinvo- 

lution , qui ne parait pas avoir é(é remarquée des géomètres, malgré sa haute importance. 1871 . 
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On nous répondra peut-être avec Poinsot que c'est une heureuse analyse 
qui nous a conduit à ces résultats ; nous faisons si peu de difficulté de le 
reconnaître que nous sommes étonné que Descartes lui-même , lorsqu'il 
a fait cette découverte splendide qui renfermait en germe toute l'analyse 
moderne^ ou les géomètres qui lui ont succédé^ n'aient presque fait aucun 
usage de l'idée qui nous sert de point de départ^ et qui est venue à l'esprit 
de plus d'un. Mais de ce que , comme le fait remarquer Poinsot, l'on ne dit 
pas une heureuse synthèse, s'ensuit-il que la synthèse fasse des découvertes 
sans qu'il lui soit nécessaire de partir d'une idée heureuse, et l'idée même du 
couple n'est-elle pas une preuve manifeste de la puissance qui réside dans 
tout point de vue nouveau d'où l'on examine le domaine d'une science, quel 
que soit du reste l'instrument dont on se sert pour l'explorer P 

L'idée donc , voilà le fonds commun ^ur lequel on doit s'appuyer dans la 
synthèse comme dans l'analyse; plus cette idée sera générale, plus aussi 
elle sera féconde ; mais des deux méthodes qui servent à la développer, il 
nous semble que l'on doit préférer celle qui est susceptible par elle-même 
de la plus grande généralisation. 

Après avoir pris l'analyse pour base de nos théorèmes fondamentaux , 
nous n'essayerons pas cependant , par amour pour une prétendue unité cle 
méthode , d'appliquer les mêmes procédés de démonstration à tous les corol- 
laires, et nous ferons, au contraire, usage, sans aucun serupulè, dans la 
déduction de ces corollaires, de la méthode qui nous paraîtra la plus simple 
et la plus naturelle. 

Vouloir accorder à un procédé une préférence exclusive, qui porte 
souvent à dédaigner tous les autres , c'est non-seulement se priver volon- 
tairement d'une des plus grandes ressources, qui est la combinaison des 
moyens , mais c'est même forcer les yeux de l'intelligence à se fixer dans 
une direction unique , tandis que par sa nature elle cherche à embrasser tout 
l'horizon d'un seul regard. 

L'idée qui nous a servi de point de départ consiste dans la génération 
d'une ligne ou d'une surface au moyen des intersections de systèmes de 
lignes ou de surfaces mobiles en vertu de la variation de certains para- 
mètres; c'est donc, si l'on veut, une application de cette méthode des 
coefficients indéterminés qui a déjà été la source de tant de progrès. Cette 



i FONDEMENTS D'UNE GEOMETRIE, etc. 

méthode no nous semble pas épuisée , et nous aurons Toccasian d'en montrer 
d'autres applications. 

Le titre même de notre travail indique suffisamment que nous n'avons 
voulu que poser les bases d'une méthode qui conduit aux plus belles pro- 
priétés de la géométrie supérieure, sans invoquer d'autres principes que 
ceux de la géométrie analytique la plus élémentaire (*). C'est dire que nous 
ne nous appuierons pas sur ceux qui ont été employés en géométrie supé- 
rieure, tels que le rapport anharmonique , l'involution, le principe des 
transversales, celui des polaires réciproques, et que nous rechercherons par 
l'analyse seule, soit ces principes mêmes, soit les théorèmes fondamentaux 
qui en découlent. 

Déduire les corollaires de nos théorèmes serait une entreprise qui exigerait 
peut-être des années de travail ; et en effet, si l'étude seule des propriétés 
des coniques au moyen de ces théorèmes conduit à des développements qui 
forment la matière de plusieurs volumes, on imagine aisément combien de 
conséquences on pourrait déduire des théorèmes similaires que nous donne- 
rons pour les courbes algébriques jusqu'au cinquième ordre ou à la cinquième 
classe, pour les surfaces jusqu'au troisième degré ou à la troisième classe en 
général. 

C'e§t là un champ que nous ne faisons que défricher, et sur lequel ceux 
qui voudront poursuivre ces recherches sont certains de faire une ample 
moisson de découvertes. 

Notre travail se partage tout naturellement en deux parties, la géométrie 
supérieure plane et la géométrie supérieure dans l'espace ; dans l'une comme 
dans l'autre, nous avertissons dès à présent qu'en parlant de points, de 
droites ou de plans, nous sous-entendrons toujours qu'ils peuvent être réels 
ou imaginaires; et l'on verra que cette manière générale d'envisager l'étude 
de l'espace, qui a été si heureusement introduite par les Steiner et les Chasies, 
donne lieu à bien des rapprochements qui^ §ans elle, seraient restés 
inaperçus. 

(*} Nous avons fait choix du (itrc de gcomëtrie earlëstennc pour indiquer que nous ne faisons 
usage que des coordonnées suffisantes, cl non des coordonnées surabondâmes (polygonales ou 
polyédriques) dont la découverte est due à Bobillier et h Pliicker. iSli. 
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Terminologie et notations. Dans un précédent travail (*), nous avons 

donné le nom d'Analogie (dérivé du grec «vaioyoa) à la relation qui exprime 

que deux fonctions sont entre elles dans un rapport constant pour toutes 

les valeurs des variables; nous avons appelé ce^deux fonctions analogiques, 

et nous avons employé le signe ^ pour désigner cette relation. 

Ainsi, au lieu d'écrire : 

F = kf, r = if/*', 

relations dans lesquelles les lettres F, /, etc., désignent des fonctions de cer- 
taines variables; A-, A', etc., des constantes, nous écrivons : 

F-f/; F'^A 

et nous énonçons ces relations en disant que F est analogique à /", ou que 
F et /* sont analogiques. 

Le peu d'intérêt qu^offre la connaissance des rapports k, A' en géométrie 
supérieure, nous a décidé à les supprimer dans la notation comme dans le 
discours; et le rôle essentiel que V analogie joue dans tout notre travail nous 
fait espérer qu'on voudra bien excuser ce néologisme. 

Nous appellerons polygones conjugués de n côtés inscrits à une courbe du 
ijme ordre, deux polygones tels que chaque côté de l'un passe par l'un des 
points d'intersection de chaque côté de l'autre avec la courbe. 



Fig. letlll. 



C) Bulletins de rAcadémie, 2- sër., t. XXVHI, n» 7. 



Fig. Il et V. 
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De même nous appellerons polygones conjugués de\\-\- \ côtés inscrits à 
une courbe du n™® ordre, deux polygones tels que chaque côté de Tun passe 
par Fun des points d'intersection de chaque côté de l'autre, un seul excepté, 
avec la courbe; les côtés opposés dans ces deux polygones seront ceux qui 
n'auront pas de point commun sur la courbe. 

Ainsi, deux triangles conjugués inscrits à une conique sont, par exemple, 
deux triangles de côtés respectifs A, B,C,eta,6,c, tels que A passe par 
l'un des deux points d'intersection de 6 et c avec la conique; B par l'inter- 
section de c et par l'une de celles de a\ et enfin C par l'autre intersection de 
a et de 6; et les côtés opposés dans ces deux triangles sont A et «, B et fr, 
C et c, parce qu'ils ne se coupent pas deux à deux sur la courbe. 

Pour tracer ces deux triangles, on commencera par former le premier au 
moyen de trois côtés A, B, C qui coupent chacun la courbe en deux points; le 
second se formera en joignant ces points deux à deux par des droites dis- 
tinctes de A, B, C, ce qui pourra se faire de huit manières différentes. 

Les deux triangles A, B, C; a, 6, c forment évidemment un hexagone inscrit, 
mais on verra que la dénomination de triangles conjugués inscrits se prêté 
immédiatement à une généralisation que ne comporte pas la dénomination 
d'hexagone inscrit. 

Nous appellerons polygones conjugués de n somfnets circomcrits à une 
Fig. VI. courbe de la n™« classe, deux polygones circonscrits de n sommets, tels que 
chaque sommet de l'un soit le point de concours de n côtés de l'autre passant 
respectivement par les n sommets de celui-ci. 

De même nous appellerons y^o/y^'one^ conjugués rf^ n + 1 sommets circon- 
scrits à une courbe de la n™® classe, deux polygones circonscrits de n -}- 1 
Fig. VII. sommets, tels que chaque sommet de l'un soit le point de concours de n côtés 
passant respectivement par tous les sommets de l'autre, un seul excepté; les 
sommets opposés dans ces deux polygones seront deux sommets par lesquels 
ne passera pas un même côté. 

Ainsi, deux triangles conjugués circonscrits à une conique se tracent en 
menant de chacun des trois points A, B, G deux tangentes à la conique; l'une 
des tangentes menées par A coupe l'une de celles menées par B en c ; l'autre 
tangente menée par B coupe l'une de celles menées par G en a ; enfin les deux 
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autres tangentes menées par C et A se coupent eu 6. Les sommets opposés 
sont A et a^ B et 6^ G et C; parce qu^ils«ne sont pas situés^ deux à deux^ sur 
Pun des côtés. 

Ici encore, on voit qu'à un même triangle circonscrit ABC peuvent répondre 
huit triangles conjugués abc. 

Les deux triangles ABC et abc forment évidemment un hexagone circon- 
scrit; mais le même motif de généralisation que nous avons fait valoir plus 
haut nous oblige à rejeter cette dernière dénomination. 

Nous justifierons les définitions qui précèdent par les théorèmes ({ui font 
Pobjet de notre travail, et nous renverrons dès à présent le lecteur aux figures 
I à VII, où il verra des systèmes de triangles conjugués ABC et abc y et de 
quadrilatères conjugués ABCD et ahcd inscrits à une courbe du troisième 
ordre (fig. I et II); de quadrilatères conjugués ABCD et abcd et de pentagones 
conjugués ABCDË et abcde inscrits à une courbe du quatrième ordre (fig« III 
et V); des systèmes de triangles (ou plutôt trigones) conjugués P, P', et 
I, II, III, et de quadrilatères (ou tétragones) conjugués 0, 1, II, III et 0', I', 
ir, III' circonscrits \ une courbe de la troisième classe. 

Nous insistons de nouveau sur la nécessité de se représenter ces systèmes 
de polygones Conjugués comme pouvant être imaginaires dans certaines 
courbes; mais on comprend qu'il ne peut pas entrer dans notre plan de dis- 
cuter, dans cette étude générale, tous les cas particuliers qui pourront se pré- 
senter; un lecteur familier avec la géométrie supérieure s'apercevra immédia- 
tement que nos démonstrations sont applicables et aux cas réels et aux cas 
imaginaires. 
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CHAPITRE I. 



COORDONNÉES RECTILIGNES PONCTUELLES. 



Art. I. — Théorèmes génh^aux, 

Lemme fondamental. Représentons par J„ la distance d'un point Xyyk une 
droite a^x + 6„y + c„ = ; toute courbe du n*^ ordre pourra se représenter 
par Téquation : 

(^•<r.C,_, = icToc?', .... cT.., (i), 

dans laquelle les paramètres de <^o ^t de c^i sont donnés^ tandis que ceux de 

(^0 ^n-i) et ceux de Cn_j qui représente une fonction complète du 

(n — 2)™® degré en x et y, sont à déterminer ainsi que k. 

En effet, Téquation d'une courbe du n"* ordre renferme -^ — paramè- 
tres, ce qui fournira un nombre égal d'équations; C;_a renferme ^^^'^y^*"^^^ 
paramètres à déterminer; le second membre de l'équation précédente en 
renferme 2n 4- 1 ; et l'on a identiquement : 

w(n-*-3) (n — 2)(n-4-n 
2 2 

ce qu'il fallait démontrer. 

L'équation de la courbe étant vérifiée par chacune des équations <^o = 0, 
i^ = G, C^_a= 0, combinée avec l'une quelconque des équations <^' =0, il 
en résulte que chacune des lignes du premier système (qui sont deux droites 
données et une courbe du (n — 2)™*^ ordre), coupe chacune des droites (? = G 
du second système en tous points situés sur la courbe. On peut donc dire 
que les droites i' sont des transversales qui unissent deux à deux les inter- 
sections des séoantes données dj, et (î, avec la courbe du w"** ordre , et que ces 
transversales vont recouper la courbe en d'autres points qui sont tous situés 
sur la ligne C^,., (*). 

(*) Nous dirons souvent pour abréger la droite â ou la courbe C., nu lieu de la droite ^ = 
ou la courbe C. = 0. 
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Nous sommes ainsi amené à Ténoncé suivant^ qui a été donné d'une manière 
plus générale par Gergonne (*), sans qu'il indique toutefois la forme de 
Téquation (1) : , 

I. Théorème fondamental. Soient données une courbe du n"'*' ordre et deux 
sécantes qui la coupent chacune en n points : si l'on Joint les points d'inter- 
section de la première à ceux de la secofuie par n transversales qui ne parlent 
pas deux à deux d'un même point de la courbe (ce qui peut se faire de 

{*) Annales de mathématiques, U XVII. Nous n'însislons pas sur In démonstration précëdcntc^ 
parce que le lecleur pourra recourir, soit à celle de Gergonne, soit h la suivante, que nous 
devons à une obligeante communication de M. Clebscli, et qui est beaucoup plus générale et plus 
élégante que ces dernières. 

Soit /'= l'équation d'une courbe du n"*' ordre; <fo et cT, deux transversales de cette courbe. 

Supposons d'abord qu'elles ne passent pas par un point de /*; et soient (To . . (T.-i leis sécantes 
qui relient deux à deux leurs points d'intersection avec la courbe. 

La courbe ? == /" — kâ'o. . .^n-i =0 a, avec chacune des droites <?o et (^i,n points communs; 
mais on peut déterminer k de telle sorte que y = passe par le point ('Jq, o^) : alors ^ a n -+- i 
points communs avec <^o ^^ <^i> d<>iic ^^^^ '^^ contient tout entières , et par suite 

ou ^ 

Supposons en second lieu que (do, Ji) soit sur/*, en un point siitiple, et que ni ^o "i <^i ne soient 
tangentes en ce poiift; alors l'une des sécantes â^o... devra réunir les deux points de â^ et de <f| 
qui se sont confondus en ce point unique, sans quoi Tune d'entre elles coïnciderait avec dl) ou (T|. 

Soit donc ê^ In tangente à /*, en ce point; nous aurons : 

dx ' (te* d\j dy' 

Par suite, on pourra déterminer k de telle sorte qu'en ce point p ait un point double; car, pour 
celui-ci, l'on .doit avoir 

îV fc**^''.- ^' . — 
dou 



A: étant ainsi déterminé, y a de nouveau n + i points communs avec ^^ci J^; donc, etc. 

Le même procédé est applicable aux cas qui sont exclus de la démonstration précédente 
(1870). 
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1.2...(n — 1) manières différentes)^ ces n tramver sales couperont la 

courbe en n (n — 2) autres points dont le lieu sera de l'ordre n — 2. 

Comme nous venons de le dire , il est géométriquement visible que 
Féquation de la courbe peut se mettre de 1 . 2. 3 ....• (n — 1) manières diffé- 
rentes sous la forme (1)^ puisqu'il existe le même nombre de systèmes de n 
transversales J' reliant deux à deux les points d'intersection des sécantes (ï„ 
et (J, avec la courbe. 

La démonstration purement analytique de cette propriété est moins aisée. 
On voit bien qu'en mettant l'équation (1) sous la forme 

— (y -i- «oX 4- po) (V -^ «lac -♦- pi) ... (y -* a»-iX h- p^.^) = , 

et en l'identifiant avec l'équation donnée , 

y" ■+■ k^ -♦- Ai2/"~*a: -♦-..* = 

multipliée par k — 1, si l'on considère ky ky^^ ky^ ... «o, /3o-- comme incon- 
nues Jes équations qui les détermineront seront des degrés respectifs l,2,...n; 
on pourra donc en conclure que l'équation finale résultante sera en général 
du degré 1. 2 ... m, et que l'on aura par suite 1 . 2... n — 1 systèmes de 
n transversales d^\ mais il faut bien reconnaître que sans la considération géo- 
métrique qui précède^ l'exactitude absolue de cette conclusion ne serait pas 
tout à fait hors de doute ^ à cause de la difficulté de la détermination du degré 
de l'équation finale résultant de ce système d'équations incomplètes. 

Remarque. Ce lieu des nouvelles intersections des transversales avec la 
courbe, qui est de l'ordre n — 2, sera en général une courbe de cet ordre; 
mais dans des cas particuliers il pourra se réduire à un ou plusieurs systèmes 
de droites et d'une courbe d'ordre moins élevé, ou à plusieurs courbes moins 
élevées, ce qui se reconnaîtra aux caractères suivants : 

Si, parmi ces ;/(w — 2) points, il y en a w — 1 distincts qui sont en ligne 
droite, le lieu se réduira à cette droite et à une courbe de l'ordre (n — 3). 

Si 2 n — 3 points distincts sont sur une conique, le lieu se réduira à cette 
conique et à une courbe du {ii — 4)"'« ordre, etc. 
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Si deux systèmes, Fun de w — 1 , l'autre de n — 2 points distincts, sont 
en ligne droite, le lieu se réduira à ces deux droites et à une courbe de Tordre 
n — 4; et ainsi de suite. 

Si n — 3 systèmes de ces points, le premier de n — 1 , le deuxième de 
n — 2, le troisième de n — 3, etc, le (w — 3)"^® de trois points distincts 
sont en ligne droite, le lieu se réduira à un système de n — 2 droites. Or, 
ces n — 2 droites, de même que les deux sécantes données, rencontrant les 
n transversales en tous points situés sur la courbe, nous voyons que nous 
aurons affaire, dans ce cas particulier très-remarquable, à un systènurde 
deux polygones conjugués de n côtés inscrits à une courbe du n°"® ordre ^ 
c'est-à-dire tels que chaque côté de l'un passe par hm des points d'intersec- 
tion de chacun des côtés de l'autre avec la courbe. 

Ce cas est possible pour toutes les courbes jusqu'au cinquième ordre 
inclusivement; au delà, il ne peut se réaliser que pour des courbes particu- 
lières. 

En effet, il faut, dans ce cas, que l'équation puisse se niettre sous la 
forme 

<^o<^i .- <y»-i = fc^^o — «^i-i (2), 

équation qui renferme 4w + 1 paramètres à déterminer. Or, celle de la courbe 
en renferme n ^^^-y^; il faut donc que 4 w -j- 1 soit au moins égal à n ^^-y^, 
condition qui n'est pas remplie au delà de n = 5 (*). 

Pour les courbes des cinq premiers ordres, qui sont toutes réductibles à 
cette forme, ainsi que pour les courbes particulières d'ordres supérieurs qui 
y sont réductibles, nous pourrons énoncer ce théorème : 

f) Nous ferons voir dans Y Addition que, pour les courbes du quatrième et du cinquième 
ordre, qui sont, avec celles du deuxième et du troisième, les seules auxquelles tous les théo- 
rèmes de cette Première Partie soient applicables, il est toujours possible de mener deux 
sëcanles telles que leurs transversales déterminent des systèmes multiples de polygones con- 
. juguës. 

C'est à ces systèmes de polygones conjugués que s'appliquent le corollaire IH ainsi que le 
théorème de Pascal qui en découle. 

Nous prouverons au reste directement ce théorème dans V Addition y et nous ferons en outre 
remarquer, dès à présent, que nous lui donnerons , dans cette même Addition^ une généralité 
telle qu'il s'applique à toutes les courbes algébriques (1870). 



Fig. I et HI. 
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II. Extension du théorème de Pappus. Dans un système de deux poly- 
gones conjugués de n côtés inscrits à une courbe du ïï^^ ordre, les produits 
des distances d'un point de la courbe aux côtés de chacun de ces polygones 
sont analogiques. 

Cas particulier. Un cas particulier du théorème fondamental est celui 
dans lequel on fait coïncider les deux sécantes primitives : dans ce cas les 
transversales qui relient les points d'intersection des deux sécantes devien- 
nent des tangentes à la courbe, et Ton est conduit à cette propriété : 

Corollaire. Si, par les n points d'intersection d'une sécante avec une 
courbe du n"^ ordre, on mène à celle-^i n tangentes, elles détermineront 
sur la courbe n (n — 2) points d'intersection dont le lieu sera de tordre 
(n - 2). 

Ce corollaire donne naturellement lieu aux mêmes cas particuliers que le 
théorème I ; et entre autres au cas dans lequel le lieu de Tordre n — 2 se 
réduit à ;* — 2 droites. On voit immédiatement que le théorème II s'énon- 
cera, dans ce Cas particulier très-remarquable : . 

Corollaire du théorème de Pappus. Si les tangentes menées aux n points 
d' in! er section d'une sécante avec une courbe du n'''^ ordre déterminent par leurs 
n (n — 2) intersections avec la courbe un système de n — 2 transversales, le 
produit du carré de la distance d'un point quelconque de la courbe à cette 

w 

sécante par ses distances aux transversales, et le produit de ses distances à 
toutes les tangentes, sont analogiques. 

Nous nous écarterions de notre but si nous déduisions du théorème de 
Pappus lés autres corollaires auxquels il donne lieu, soit par la combinaison 
des différents systèmes de deux polygones conjugués inscrits de n côtés, 
qui sont, comme nous l'avons vu, au nombre de 1 . 2 ..... (n — 1), ayant 
pour côtés communs les deux sécantes primitives, soit en faisant coïncider 
deux points d'intersection d'une même sécante, ce qui la transforme en une 
tangente. 

Nous indiquerons plus bas quelques-unes de ces applications à des «)urbes 
d'un ordre déterminé ; mais il est un point sur lequel nous devons fixer notre 
attention, parce que nous en partirons pour arriver au théorème de Pascal. 
C'est celui-ci : 
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III, Corollaire. Lorsqtie, dans une courbe du n"® ordre ^ il existe des sys- 
tèmes de deux polygones conjugués inscrits de n côtés, il existera également 
des systèmes de deux polygones, conjugués inscrits de (n -{- i) côtés (*). 

En effets considérons un système de deux sécantes s et s' qui coupent la 
courbe en 0, 1, 2 •.. (n — 1); 0', 1', 2' •.. (n' — IQ; et supposons que les 
transversales (0, 0'), (1, 1'), (2, 2') ... (n — 4, n' — 1'), que nous dési- 
gnerons respectivement par /q^ ^> 'a--* 'n - o déterminent par leurs nou- 
velles intersections avec la courbé (n — 2) systèmes de n points situés en 
ligne droite : m^, M|,;.... u„ _ ,. 

Nous aurons ainsi le système de^'polygones conjugués inscrits de n côtés 

Si nous joignons actuellement les points . . . 0'. . . par les n — 3 trans- 
versales <o ••• 'n - 4> qui sont les mêmes que celles du système précédent, puis 
par (« — 3, n' — 2'), (n — 2, n' — 1'), (n — 1, n' - — 3'), que nous 
appellerons T„ _ 3, T„ _ t, T« _ ,, ce nouveau système de transversales déter- 
minera, par ses intersections avec la courbe, n — 2 nouveaux systèmes de 
n points situés en ligne droite Uq, Ui ... U„ _ 3, ainsi qu'il résulte de la 
remarque que nous avons faite au sujet de Téquation (2) ; de sorte que nous 
obtenons par ce moyen un nouveau système de polygones conjugués inscrits 
de n côtés 

Ces deux systèmes de deux polygones conjugués inscrits de n côtés ont 
n — 1 côtés communs, «, s', 'o- ••'«-♦; si nous ne tenons pas compte de 
ces côtés, les 2 j2n — (n — 1)( ou les 2 (n-{- 1) côtés restants formeront 
un système de deux polygones conjugués inscrits de n + ^^ côtés, c.q.f.d. 

Mettons Téquation (2) sous la forme : 

(y — OcX— fto) (y — fl— la: — 6_i) = *' (y — a'oX — 6'o) ... (y — a'«_|X — 6',«,) ; 

et menons aux différentes droites y — a^x — b^, = 0, etc., par un point 

Ç) Comme nous Tavons dit plus haut, nous prouverons dans V Addition la possibilité de l'exis- 
tence des polygones conjugués que nous considérons ici (4870). 

3 
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0?, y de la courbe, des parallèles qui coupent l'axe des Y à des distances 
représentées par les lettres yo..\.; ces parallèles auront des équations de la 
forme y = a^x + yo^ ^tc; d'où y — a^^x = y^, et, par suite, l'équation précé- 
dente pourra s'écrire : 

(ro— '^o)-(r«-i — ^— i) = A'lro — 6'o)-(t»-i — ^'n-i) (3). 

Remarquons maintenant que si, par le même point Xy y de la courbe, 

nous menons une transversale D qui coupe les côtés ^q ... ^ _ , , c^o ^n-i 

des deux polygones conjugués inscrits en 0„_j , 0' 0'„_| 

et la courbe en M M„_ i, nous aurons des relations de la forme 

sm (Y, âft) sin (Y> â^) 

et par suite l'équation (3) s'écrira : 

AM A ^, sin (D,(?o)... sin (D, (?,_,) ^, sin (F), c^-p) ... sin (D, (?V,) 

sin (Y, J'o) ... sm (Y, â^i) sin ( i, ^ o) — sin (Y, ^ ,_,) 

Mais pour les autres points d'intersection M, M„_4 de la transversale 

avec la courbe, nous n'aurons qu'à changer dans cette relation M en M, 

M„ _ , ; nous obtiendrons ainsi n relations de la même forme , d'où nous 
déduirons : 

OM . OjM ... 0,_,M OM, . OiM, ... 0„_,M| 0M,._, . 0,M,_, ... 0._,M;_, 



OM . 0',M ... .,_,M O'M, . 0\M, ... „_,M, 0'M,_, . 0',M._i ... ._iM»_i 

Nous arrivons ainsi à une relation excessivement remarquable entre les 3n 
points d'intersection d'une transversale avec une courbe du w™® ordre et avec 
les 2n côtés d'un système de deux polygones conjugués inscrits. 

Quand cette relation existe pour six points d'une droite, on dit que ces 
six points sont en involution. Nous sonmies donc amené tout naturellement 
à étendre la même notion aux 3n points déterminés sur la transversale, et à 
dire que ces 3w points^ qui satisfont à la relation (4), sont en involu- 
tion. 
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« 

Cette relation à n membres caractérise Finvolution de 3?i points, absolu- 
ment comme la relation à deux membres 

OM . 0,M ^ OM, . 0,M, 
O'M . 0',M "" OM. . O'.M, 

caractérise Finvolution de 3 x 2 = 6 points. 

Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant : 

IV. Extension du théorème de Desargues. Lorsque l'on a un système de 
deux polygones conjugués de n côtés imcrits à une courbe du n*"® ordre, une 
transversale quelconque rencontre les 2n côtés de ces polygones et la courbe 
en 3n points qui sont en involution (*). 

On voit clairement par là pourquoi Finvolution de six points, la seule 
connue jusqu'à ce jour, est particulièrement, nous pourrions même dire 
exclusivement propre aux coniques, de même qu'elle Test, comme nous le 
verrons, aux surfaces du second degré, et pourquoi elle doit être à peu 
près impuissante dans Fétude des courbes et des surfaces d'un degré supé- 
rieur. 

On pourrait mettre la relation (4), comme celle de l'involution de six 
points, sous différentes formes; nous ne nous y arrêterons pas, et nous passe- 
rons immédiatement à l'extension du fameux thé(A*ème de Pascal sur les 
coniques aux courbes des troisième, quatrième et cinquième ordres. 

Cette extension se fonde sur le lemme suivant : 

Lemme algébrique. Si l'on a une relation à n + 1 membres de la forme 

.rX| ... x^i {x -+- a) (Xt -♦- a) .. (x._i -\- a) (x -+- rf„_,) fx, •+- ft„_,) .. (t„_, -+- a,_,) 

- — ■. — . » ' ■■ ••» ■ — ^— ^•^^— ^— ^-^— — — ^^_____^^_^^.^__^^__^___^^^____— >^^ 

.r xi ... x^., (x' -t- a) (x; h- o) .. (x;_i -*- a) (x' ^ a._.) {x\ ^ o,_,) .. (x,_, -+- o,.|) 

dans laquelle a ....*a„_, sont des constantes y chacun des termes des numé- 
rateurs sera respectivement égal à l'un des termes des dénominateurs. 

En effet, il est évident d'abord que si cette égalité existe, la relation sera 
satisfaite; d'autre part, que cette égalité peut donner lieu à 1.2. ..m solu- 

n On irouvcra dans V Addition une généralisation heaiiconp plus considérable encore de ce 
théorème (1870). 
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lions différentes : car on peut faire x égal à Tune des n valeurs x' qmx[ 

ou x'^^^'y puis a?i à Tune quelconque de ces valeurs, sauf celle qu'on a 
prise pour Xy ce qui en donne n — 1; puis x^ à Tune quelconque de ces 
mêmes valeurs, sauf les deux précédentes, ce qui en donne n — 2, et ainsi 
de suite; ce qui fait qu'on aura en tout n[n — i)(w — 2),,.3,2.1 solu- 
tions. 

Si Ton démontre maintenant que la relation donnée n'en admet pas davan- 
tage, le lemme sera établi. 

Or, cette relation peut se décomposer dans les équations suivantes, au 
nombre de n : 

Ui) (Ul).(i._L).(l.J,) (UI.)..(1.^) 

,a xl \a xj \a x,_|/ \a x J \a xj \a x,_,/ 

(±.i) (JL..l]...(_L^_L)=.(_L^i,) (_L^1)...(_L^M. 

\a,_i xl Va,., xJ \a,_, x,_J \a^, xl \f7,.| x\l \(ï,_, x;.,/ 

Nous les écrirons, en posant j;= «, x^^> ^*^* • 

(« + «) (a -H e.) ... (« -♦- §,_,) = (a + r) (« -»- ç;) ... (« + ç:.,) 

On voit aisément que ce système de n équations du n*^ degré peut se 
réduire à l'une d'entre elles et an — 1 équations du ( n — 1 )™« degré de la 
forme : 

(a -- a,) 2f, .. ë,_| H- (a» — aj) 2?, .. Ç^, -4- .. 4- (a"'* — a:ri) 2f = elC. 

Celles-ci à leur tour se réduiront à un système formé de l'une d'entre elles 
et de n — 2 équations du (n — 2)*"« degré, et ainsi de suite; de sorte que le 
système primitif se réduira à n équations, la première du n"^ degré,, la 
deuxième du (n — i)"« degré, etc., la nT du premier; et l'on voit que. 
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sons cette forme; elles ne peuvent admettre au plus que 1.2... m solutions, 
c.q.f.d. (*)• 

V, Corollaire du théorème de DestArgues. Si deux systèmes de deux 
polygones conjugués de n côtés inscrits à une courbe du n™® ordre sont situés 
de telle manière que (n + 1 ) couples de côtés se coupent sur une méîiie droite^ 
les (n — 1) autres couples de côtés se coupm^ont sur cette même droite (**). 

En effet, si nous désignons, comme plus haut, par 0. . . 0,» _ ,; 0'. . . 0'„ . , 
les points d'intersection d'une transversale avec le premier système de poly- 
gones conjugués inscrits; de même par P . . . P„ _ , ; P' . . . P'»»., ceux de la 
même transversale avec le second système; par M ... M„_, ses points d'in- 
tersection avec la courbe, la relation (4), appliquée aux deux systèmes de 
polygones, s'écrira : 

CM ... 0,_4M OM^, ... 0,-,iM._4 PM ...P,_,M PM,_, ... P,_,M^^. 

CM ... OLiM ■" "~ O'M^t ... 0;_,M,^, ' ^ PM ... P^iM ~ ' ' "" P'M^i ... PI ,M._| ' 

Mais par hypothèse P, P, — Pn-t, P' coïncident respectivement avec 

(*) A celte démonstration, qui n*e$t peut-être pas entièi*ement rigoureuse, on préférera cer- 
tainement la suivante, que nous devons à une obligeante communication de M. Gilbert. Repre- 
nons les équations qui expriment Tinvolution de 5n points, et considérons les deux fonctions de 

degré n en z : 

i.T -*- ;) (x^ -«- 5^ . '.r.,_i -»- r^ (af a- z) {x\ •¥■ z) ... (a7«_i -+- z) 

el 7-; ; • 

S/W. ••• fl> n .. . se SOf ... »Z>K_| 

Elles* sont égales pour z = 0; elles sont en outre égnles, en vertu des relations qui expriment 
rinvolution, pour n autres valeurs ^s= a, z = ai, ...z = a.J(; or, on sait que deux fonctions 
entières de degré n qui sont égales pour nn- i valeurs de la variable sont identiques; donc nos 
deux fonctions le sont; et, par suite, les coeflScients dez' étant égaux, les dénominateurs le 
sont. 

Quel que soit z , on a donc identiquement : 

(x -f- «) (a?, -I- z) .. (Xn-t -H 3) = {œ' -\- z) (x\ ■+■ z) .. (a?i_i -H s). 

Ces deux polygones identiques, égalés à zéro, donnent les mêmes racines pour z. Celles du 
premier sont 

"—" Xf *~~ J7| ... f ~~" Xn » 

celles du second 

le théorème est donc démontré (1870). 
(**) Ce corollaire recevra, dans lÀddition^h même généralisation que le théorème (1870). 
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0,0,...0„ .,, 0'; de sorte que les deux relations précédentes pourront 
s'écrire, en réunissant en un seul tous les facteurs communs : 

C C| C„_i 



o;m ... o:,_,i\i o;m, ... o:_,M, o;m,_. ... o:^,m,_, 

et 

p',M ... PLiM "~ p;m4 ... p;.,M, "■ "" p;m._. ... p,_,m.^, ' 

d'où Ton lire : 

o;m ... o._,M __ o;iM,_. ... o.,<m,_, 
p;m...p:.,m ^ '" ^ p;m,., ... p:_.>i,. . * 

Si nous posons actuellement 

0',iVI = ./• ; Oi.M = Xi ... Oi_|M = x,.»; 0;M = x -f- o ... Oi,..|M = x h- a^-t, etc.; 

et si nous employons les mômes lettres, affectées d'accents, pour désigner 
les distances P'M , ces relations deviendront : 

xx< ... x._j (x -♦- a) (x, -♦ (/) ... (x„_i -+- a) (x ^ n„_.) (x, -♦- «,_,) ... (x,_, -*- (/„_?) 

x'x; ... xLs (a:'-*- a) (xl -+- a) ... (x^., -¥■ a) (x'h- a,_j) (x\ h- a,_,) ... (x;_, -♦- a,.,) ' 

et l'on en conclura, en vertu du lemme algébrique qui précède, que chacun 
des X est respectivement égal à l'un des a?'; ou que chacun des points P',... 
P'„_ , coïncide respectivement avec l'un des points O',.-- 0'^_,, c. q. f. d. 
Remarque. FI est à remarquer que la démonstration suppose qu'aucun des 
{)oints ou P de la transversale ne coïncide avec l'un des points M où elle 
coupe la courbe, puisque le premier membre, dans ce cas, serait indéter- 



miné. 



Ce corollaire, combiné avec celui du théorème de Pappus (III), conduit 
de la manière la plus immédiate à l'extension du théorème de Pascal, que 
nous énoncerons sous cette forme : 

VI. Extension du théorème de Pascal. Dam un système de deux poly- 
Fig. ji et V. goues conjugués de n + 1 coté sinsmts à une courbe du n™® ordre ^ les côtés 

opposés se coupent en n +.1 points situés en ligne droite (*). 

(*) Ce théorcmc, coinme celui de Desargues, sera généralise beaucoup plus encore dans 
VAddilion {\H70). 
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En effet, nous avons vu (JI) qu'un système de deux polygones conjugés 
inscrits de n + 1 côtés peut se décomposer en deux systèmes de deux poly- 
gones conjugués inscrits de n côtés ayant n — 1 côtés communs. Or^ si nous 
considérons la droite qui unit les points d'intersection de deux côtés du pre- 
mier système avec les côtés opposés du second, cette droite coupera les n — 1 
côtés communs aux deux systèmes en n — 1 points, lesquels, joints aux deux 
points d'intersection précédents, forment un système de n + \ points en 
ligne droite; nous pouvons donc dire que nous avons affaire à deux systèmes 
de polygones conjugués inscrits de m côtés, situés de telle manière que u + 1 
couples de côtés se coupent sur une même droite; il en résulte donc que les 
n — 1 autres couples de côtés se couperont sur cette droite, c. q. f. d. 

La remarque faite à la fin du corollaire précédent prouve que ce sont les 
points d'intersection de deux couples de côtés opposés qu'on doit unir par une 
droite pour pouvoir appliquer ce corollaire; pour la^même raison, ce seront 
encore les autres couples de côtés opposés seulement qui se couperont sur 
cette droite, parce que les couples de côtés non opposés des deux polygones 
se coupent sur la courbe et que le corollaire n'est pas applicable à ce cas. 

Tels sont les principaux théorèmes qui servent de fondement à la géomé- 
trie supérieure, si l'on y joint le théorème de Carnot, qui a déjà été démon- 
trée analytiquement de la manière la plus générale (*). Avant d'en établir les 
corrélatifs, nous nous arrêterons quelques instants à l'application de ces 
théorèmes aux courbes des cinq premiers ordres, pour lesquelles seules elle 
est toujours possible, en nous bornant toutefois à ceux que nous croyons 
nouveaux. 

Art. II. — Coniques. 

Tous les théorèmes précédents sont connus pour ces courbes; toutefois 
celui de Pappus n'avait été donné que pour les deux côtés opposés d'un qua- 
drilatère inscrit; il résulte immédiatement de notre énoncé général que ce 
théorème s'applique également aux deux diagonales, ou, en d'autres termes, 
à un quadrilatère complet. 

(*) Nous nous occuperons, dans un autre chapitre, de la généralisation du théorème de 
Newton. 
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Cet énoncé^devient en effet, pour les coniques, le suivant : 
Théorème de Pappus généralisé. Dans un système de deux polygones con- 
jugués de deux côtés inscrits à une conique^ les produits des distames d'un 
point de la courbe aux côtés des deux polygones sont analogiques. 

Si donc nous prenons sur une conique quatre points 0, 4, 2, 5, et que 
nous considérions comme côtés de nos deux polygones (0, 1) et (2, 3) pour le 
premier (0, 2) et (1, 3) pour le second, nous aurons, en appelant S^^ i^^ Jo, i\ 
les distances d^un point de la conique à ces côtés : 

m 

m 

Oq , Of -7- o© • " « • 

Mais en considérant comme premier polygone (1, 2) et (3, 0); comme 
second (0, 2) et (1, 3), nous aurons de même : 

de ces deux analogies résulte : 

ce qui démontre le théorème. 

Dans un précédent travail (*)y nous avons déduit cette généralisation 
d'un corollaire du théorème particulier de Pappus, donné par M. Ghasies 
dans son Traité des coniques^ él nous en avons tiré quelques théorèmes très- 
généraux relatifs à des polygones inscrits à ces courbes; nous n'y revien- 
drons pas. 

Art. III. — Courbes du troisième ordre. 

Le théorème fondamental I, appliqué aux courbes du troisième ordre, 
s'énoncera : 

Théorème fondamental. Etant données deux sécantes qui coupent cha- 
cune en trois points une courbe du troisième ordre ^ si Pon joint les points 
Fig. I. d'intersection de la première à ceux de la seconde par trois transversales 
qui ne partent pas d'un même point de la courbe, ces transversales couperont 
la courbe en trois points qui seront en ligne droite. 

(*) Bulletins de l'Académie, 2« sér., t. XXVIII , n» 7. 
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On peut faire coïncider les deux sécantes, auquel cas les droites qui unis- 
sent leurs points d'intersection deux à deux deviendront des tangentes, et 
Ton arrive à cette propriété connue : 

Premier cas particulier. Si, aux trois points d'intersection d'une sécante 
avec une courbe du troisième ordre, on mène à celle-ci des tangentes, ces der- 
nières couperont la courbe en trois points situés en ligne droite. 

Si les deux sécantes partent d'un même point de la courbe, on arrivera 
de même à cette autre propriété : 

Deuxième cas particulier. Si, par un point d'une courbe du troisième 
ordre, on lui mène une tangente et deux sécantes, la tangente et chaque sys- 
tème de tramversales reliant entre eux les deux autres points d'intersection 
des deux sécantes, couperont la courbe en trois points qui seront en ligne 
droite. 

Le théorème ÎI, appliqué aux courbes du troisième ordre, s'énoncera : 

Extension du théorème de Pappus. Da7is un système de deux triangles 
conjugués inscrits à une courbe du troisième ordre, les produits des distanèes 
d'un point quelconque de la courbe aux côtés de chacun de ces triangles sont 
analogiques. 

Ainsi , en désignant par c^o > ^n ^i ^t «^o ? ^i > ^ '^s trois côtés des deux trian- Fig. i. 
gles conjugués qui forment un hexagone complet inscrit (*), c'est-à-dire dont 
les neuf sommets sont sur la courbe, nous aurons : 



•* 



Le lecteur appliquera aisément ce théorème aux deux cas particuliers 
mentionnés plus haut. 

II est à remarquer que deux sécantes quelconques Jq et J,, qui ne se cou- 
pent pas sur la courbe, donnent lieu à six systèmes distincts de triangles 
conjugués inscrits, puisqu'on peut joindre l'un des points d'intersection de 

(*) 11 vaudrait mieux dire avec Sleiner un sélatère (Scchsseit), c'est-à-dire une figure formée 
de six côtés, en réservant le nom d'hexagone h une figure de six sommets. Nous attendrons que 
ces dénominations nouvelles soient consacrées par une autorité. 

[Le lecteur voudra bien se rappeler que ce travail a été écrit avant la publication de la remar- 
quable Géométrie de direction de M. P. Serrct, qui emploie une autre terminologie, i87i ]. 

4 
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la première à Tun quelconque des trois points de la seconde^ puis le second 
point de la première à Tun quelconque des deux autres de la seconde ; et 
enfin les deux troisièmes entre eux. 

On voit par là qu'on pourra déduire différents corollaires des deux théo- 
rèmes précédents; en outre, on pourra lès appliquer à des systèmes de poly- 
gones conjugués d'un nombre de côtés plus considérable. 

Nous verrons un exemple remarquable de ces polygones conjugués in- 
scrits dans le corollaire suivant ; nous laisserons au lecteur le soin d'y appli- 
quer le théorème de Pappus. 

GoROLLAmE. Dam une courbe du troisième ordre on peut inscrire un 
système de deux quadrilatères conjugués. 

Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration de ce corollaire, qui n'est, 
du reste , autre chose que le corollaire plus général qui précède (IV) , parce 
que nous aurons l'occasion d'y revenir dans le théorème de Pascal. 

Extension du théorème de Desargues. Lorsque Ton a wi système de 
deux triangles conjugués inscrits à une courbe du troisième ordre, une trans- 
versale quelconque rencontre les côtés de ces deux triangles et la courbe en 
trois séries de trois points qui sont en inwlution. 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier de celui que nous avons donné 
sous le numéro III. 

Nous pourrons faire sur ce théorème la môme remarque que sur le précé- 
dent relativement aux corollaires qu'on en peut déduire; nous ne mentionne- 
rons que les suivants : 

Corollaire. Si deux systèmes^ de triangles conjugués inscrits à une courbe 
du troisième ordre sont tels que quatre couples de leurs cotés se coupent en 
quatre points situés en ligne droite ^ les deux autres couples de côtés se cmi- 
feront sur cette droite. 

Ce corollaire résulte immédiatement de celui que nous avons donné sous 
le numéro IV, et l'on en déduit aisément le théorème de Pascal pour les 
courbes du troisième ordre : 

Extension du théorème de Pascal. Dans un système de deux quadrilu- 
tères conjugués imcrits à une courbe du (îvisièmc ordre, les côtés opposés 
se coupent en quatre points situés en ligne droite. 
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Appelons A, B, C, D les quatre côtés du premier quadrilatère; a, b, c, d *»« " 
ceux du second y chaque côté du premier^ tel que A^ coupant les trois côtés 
non opposés du second b, Cy d en trois points situés sur la courbe. 

Nous pouvons décomposer la figure en deux systèmes de triangles conju- 
gués inscrits^ satisfaisant à la condition énoncée dans le corollaire précédent. 
En effet, si l'on joint le point d'intersection de B et c à celui de 6 et c par 
une droite auxiliaire e, les trois transversales a, rf, e, qui s'appuient sur les 
deux sécantes B etC, rencontreront la courbe, en vertu du théorème fonda- 
mental, en trois points situés en ligne droite, et qui détermineront une nou- 
velle auxiliaire f. Actuellement, considérons les deux systèmes de triangles 
conjugués inscrits BC/'et a, rf, e; 6, c, fet ADe; la droite qui unit les points 
d'intersection de A et a, B et 6, coupe les côtés e et /"communs aux deux 
systèmes de triangles conjugués ; nous pourrons donc dire que quatre couples 
de côtés A et «^ B et 6, e et e, /et /se coupent sur cette droite; les deux 
autres couples C et c, D et rf se coupent donc sur la même droite, c.q.f.d. 
Dans la figure, ces quatre points sont désignés par «, /3, y, A 

Art. IV. — Courbes du quatrième ordre. 

Le théorème fondamental I, appliqué à ces courbes, s'énoncera : 
Théorème fondamental. Etant données deux sécantes qui coupent cha- 
cune en quatre points une courbe du quatrième ordre ^ si l'on joint les points 
d'intersection de la première à ceux de la seconde par quatre transversales 
qui ne partent pas deux à deux d'un niême point de la courbe Çce qui peut se 
faire de 1.2.3.4 manières différentes) y ces quatre tramversales détermi- 
neront sur la courbe huit autres points qui seront situés sur une cmiique. 

Remarque. Si trois de ces nouveaux points sont en ligne droite, il est pig. m. 
clair que la conique se réduira à un système de deux droites ; or, il est aisé 
d'obtenir ce résultat (*). A cet effet, après avoir mené une sécante quelconque 
rf, par deux de ses points d'intersection avec la courbe, on mènera deux 

f ) Nous ne donnons que sous réserves celte construction, dont la généralité n*est pas sufli- 
samnient établie (1870). 



Fig. IV. 
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' transversales A et /*se coupant en un point/} de la courbe; la seconde sécante 
c unira deux des autres points d'intersection q et r de ces transversales ; 
mais si Ton considère que p est un point double d'intersection de deux trans- 
versales avec la courbe, en le joignant à l'un des points d'intersection d'une 
autre transversale , on pourra, dire qu'on a trois points d'intersection de trois 
transversales situés en ligne droite; et par conséquent, les quatre transver- 
sales A, B, C, D qui relient deux à deux les points d'intersection des sécantes, 
sans partir d'un même point de la courbe, détermineront sur celle-ci deux 
systèmes de quatre points en ligne droite ; appelons ces deux droites a et h. 
Nous voyons que nous obtenons ainsi un système de deux quadrilatères 
conjugués inscrits ahcd et ABCD; c'est-à-dire tels que chaque côté du pre- 
mier passe par l'un des points d'intersection des quatre côtés de l'autre avec 
la courbe. Donc : 

Théorème. /)ans une courbe du quatrième ordre , il est toujours possible 
d'inscrire wn système de deux quadrilatères conjugués (réels ou inuaginaires) (*). 

Cas particulier. Si Ton fait coïncider les deux sécantes d^ J, , l'un des sys- 
tèmes de transversales se réduira à un système de tangentes, et le théorème 

fondamental s'énoncera : ^ 

» 

Théorème. Etant donnée une sécante qui coupe une courbe du quatrième 
ordre en quatre points , si par ces points on mène à la courbe des tangentes, 
elles détermineront par leurs nouvelles intersections huit points qui seront en 
général situes sur une conique. 

Pour des positions particulières de la sécante, cette conique pourra se 
réduire à un système de deux droites. 

Si nous appliquons aux deux quadrilatères conjugués ABCD et abcd, le 
théorème de Pappus (II), en désignant par ioy ^iy^±y ^s les distances d'un 
point quelconque de la courbe aux côtés du premier quadrilatère, et par les 
mêmes lettres affectées d'un accent, les distances de ce môme point aux côtés 
du second, le théorème II nous donnera la relation : 

que l'on peut énoncer : 

(•) Voir ï Addition. 
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Théorème DE Pappus, Si l'on inscrit à une courbe du quatrième ordre un 
système de deux quadrilatères conjugués, les produits des distances d\m 
point quelconque de la courbe aux quatre côtés de ces deux quadrilatères sont 
analogiques. 

Cas particulier du théorème de Pappus. Pour appliquer au cas particu- Fig. iv. 
lier dont nous venons de parler le théorème de Pappus, il suffit, dans la 
relation qui précède, de regarder les S comme les distances d'un point aux 
trois sécantes, et les ^ comme ses distances aux quatre tangentes, et de faire 

d^==d^y puisque les deux premières coïncident; cette relation deviendra donc : 

« 

^0 ^i ^h ~i~ ^0 ^l ^i ^i • 

m 

On pourrait déduire du théorème fondamental sur les quadrilatères con- 
jugués et du théorème de Pappus une foule de corollaires , en combinant 
entre eux différents systèmes de ces quadrilatères; Tune des combinaisons 
les plus remarquables est celle qui conduit au théorème de Pascal , et qui 
se fonde sur le corollaire suivant, auquel le lecteur appliquera aisément le 
théorème de Pappus. 

Corollaire. Dans une courbe du quatrième m^dre, on peut inscrire un 
système de deux pentagones conjugués. 

Soient en effet deux sécantes g et k qui coupent la courbe en 0, 1, 2, 3 Fig. v. 
et en 0', 1', 2', 3' ; et dont les transversales déterminent des systèmes mul- 
tiples de quadrilatères conjugués (*). Supposons que les droites 00', 11', 
22', 33' que nous désignerons par f, A, B, C coupent la' courbe en deux 
séries de quatre points situés en ligne droite ; appelons ces droites 
rf et e. 

On pourra unir 00', 12', 23', 31'; et ces droites que nous appellerons 
/", c, a, 6, détermineront également, par leurs intersections, deux droites 
D et E. On formera ainsi deux systèmes de deux quadrilatères conjugués : 

i» degk cl ABC/'; 



2^ [)Egk el abcf. 



f) SoirVAddiliot!. 



t'iK- V. 
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En supprimant les côtés fj g, k communs à ces deux systèmes ^ on voit 
que ceux-ci se réduiront à 

ahcde et ABCDE, 

ou à un système de deux pentagones conjuguée inscrits^ c'est-a-dire tels que 
chaque côté a du premier passe par l'un des points d'intersection des côtés 
non opposés B, C, D, E de l'autre avec la courbe. 

Le théorème de Desargues, pour les courbes du quatrième ordre, s'énon- 
cera : 

Extension du théorème de Desargues. Lorsque l'on a un système de 
deux quadrilatères conjugués inscrits à utie courbe du quatrième ordre, une 
transversale quelconque rencontre les huit côtés de ces quadrilatères et la 
courbe en douze points qui sont en involution (*). 

Parmi les nombreux corollaires dé ce théorème, nous ne citerons que le 
suivant: 

Corollaire. Si deux systènies de deux quadrilatères conjugués inscrits 
à une courbe du quatrième ordre sont situés de telle manière que cinq cou- 
ples de côtés se coupent sur une même droite, les trois autres couples de 
côtés se couperont deux à deux sur cette même droite. 

Les démonstrations générales que nous avons données de ces deux pro- 
positions nous dispensent d'y revenir; c'est sur le dernier corollaire et sur 
celui qui le précède que se fonde le théorème de Pascal : 

Extension du théorème de Pascal. Dans un système de deux pentagones 
conjugués inscrits à une courbe du quatriè^ne ordre , les côtés opposés se cou- 
pent en cinq points situés en ligne droite. 

Nous avons vu, en effet, que les deux pentagones conjugués abcde et 
ABCDE peuvent se décomposer en deux systèmes de quadrilatères conjugués : 

degk et ABC/*, 
DEgk et abc/ 

ayant trois côtés communs f, g, k^ 

Or, si nous joignons entre eux par une droite les points d'intersection « de 

(*) Ce théorème et le suivant seront généralises dans V Addition (1870). 
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À et a^ /3 de B et 6, nous pourrons dire que cinq couples de côtés A et rï, B 
et b, f et fy g et g, k et k se coupent en cinq points situés en ligne droite; 
les trois autres couples de côtés C et c , D et rf^ E et e se couperont donc en 
y, c^, € sur cette même droite. 

Nous avons fait voir^ dans la démonstration générale^ que la proposition 
n'est applicable qu'aux intersections des côtés opposés. 

Art. V. — Courbes du cinquième ordre. 

Les développements dansjesquels nous sommes entré au sujet des courbes 
du troisième et du quatrième ordre, et qui sont déjà peut-être un peu longs, 
nous font croire que le lecteur, familiarisé maintenant avec l'application 
des théorèmes généraux, éprouverait quelque répugnance à nous suivre, si 
nous répétions ces mêmes développements pour les courbes du cinquième 
ordre. 

Nous nous bornerons donc, en général , à l'énoncé des théorèmes fonda- 
mentaux, à part quelques éclaircissements que nous donnerons dans les 
propositions un peu difficiles. 

Théorème fondamental. Soit donnée une courbe du cinquième ordre, et 
deux sécantes qui la coupent chacune en cinq points; si Von joint les points 
d'intersection de la première à ceux de la seconde par cinq transvef^sales qui 
ne partent pas deux à deux d'un inéme point de la courbe Çce qui peut se 
faire rfe 1 . 2 ... S manières différentes) ^ ces cinq transversales couperont la 
courbe en quinze autres points dont le lieu sera en général une courbe du 
troisième ordre. 

Le cas particulier le plus remarquable qu'offre ce théorème général se 
déduit de cette considération que si, parmi ces quinze points, il y en a deux 
systèmes, l'un de quatre, l'autre de trois points en ligne droite, le lieu des 
quinze points se réduira à un système de trois droites, et l'on pourra énoncer 
cette proposition : 

Théorème. Dans une courbe du cinquième ordre, on peut inscrire un 
systènne de deux pentagones conjugués Ç réels ou imaginaires) (*). 

(•) Voir VAdditioH. 
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En faisant coïncider les deux sécantes primitives, nous arriverons à ce 
théorème : 

Théorème. Si jmr les cinq points d'intersection d'une sécante avec une 
courbe du cinquième ordre ^ on mène à celle-ci des tangefites, elles couperont 
la courbe en quinze points qui seront situés en général sUr une courbe du 
troisième ordre. 

Pour des positions particulières de la sécante, celte courbe du troisième 
ordre pourra se réduire à un système de trois droites. 

Nous nous bornerons à l'énoncé analytique du théorème de Pappus pour 
les deux cas mentionnés dans les théorèmes précédents; en employant des 
notations analogues à celles dont nous avons fait usage plus haut, nous 
aurons, pour ces deux cas, les relations : 

Extension du théorème de Pappus : 

Cas particulieb : 

Le théorème de Desargues que nous avons démontré d'une manière tout 
à fait générale , s'énoncera : 

Extension du théorème de Desargues. Lorsqu'on a un système de deux 
pentagones conjugués inscrits à une courbe du cinquième ordre, une trans- 
versale quelconque rencontre les dix côtés de ces pentagones et la courbe en 
quinze points qui sont en involution (*). 

L'un des corollaires les plus importants de cette proposition capitale est 
le suivant, dont nous pouvons également omettre la démonstration : 

Corollaire. Si deux systèmes de deux pentagones conjugués insmts à 
une courbe du cinquième ordre, sont situés dé telle manière que six couples 
de côtés se coupent sur une même droite, les quatre autres couples de côtés 
se couperont sur la même droite. 

Enfin ce corollaire , combiné avec le suivant , fournit la démonstration 
directe du théorème de Pascal pour les courbes du cinquième ordre : 

(*) (ie llu'orcme, de même qno celui de Pascal , sera généralisé dans V Addition (1870). 
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Soit un système de deux sécantes k et i rencontrant la courbe en 0, 1, 2, 
3, 4, et en 0', 1', 2', 3', 4' ; et supposons que les transversales 

00', \\\ 22', 55', 44' 

que nous appellerons 

fl'j A, A, B, G 

coupent la courbe en trois séries d^ e, fde cinq points situés en ligne droite. 
Supposons de même que les transversales 

OO; ir, 23', ÔV, 42', 

que nous appellerons 

g, //, r. G, h 

déterminent également sur la courbe trois séries D, E, F de cinq points situés 
en ligne droite (*). 

Nous aurons ainsi deux systèmes de pentagones conjugués : 

V flf/iABC Cl kidef; 
2- ghabc et /«DEF; 

et si nous supprimons les côlés^, h, k, i communs à ces deux systèmes, 
ceux-ci se réduiront à 

abcdef et ABCDEF 

ou à un système de deux hexagones conjugués inscrits, c'est-à-dire teh que 
chaque côté de l'un, di, passe par Fun des points d'intersection de chacun des 
côtés B, C, D, E, F rfe l'autre avec la courbe , un seul A excepté; A et a 
s'appellent pour cette raison côtés opposés. 

Ce système d'hexagones jouit de la propriété suivante : 
Extension du théorème de Pascal, Dam un système de deux hexagones 
conjugués insaits à une courbe du cinquième ordre, les côtés opposés se cou- 
pent en six points situés en ligne droite. 

En effet, nous venons de voir que nos deux hexagones conjugués abcdef 

(*) Voir V Addition. 
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et ABCDEF se décomposent en deux systèmes de pentagones conjugués : 

1* AtABC et ghdef-, 
^ kiabc et 7ADEF. 

Or^ ces deux systèmes sont situés de telle manière que la droite qui unit 
les points d^intersection a^ /3 des côtés opposés Â et a^ B et b, coupe six 
couples de côtés opposés : 

A et a, Bet6, 9 et 9, helh^ keikj t et t, 

en six points situés évidemment sur cette droite ; donc y en vertu du corol- 
laire précédent^ les quatre autres couples de côtés opposés C et c^ D et «^^ 
E et c , F et / se couperont également sur cette droite. 

La démonstration générale que nous avons donnée de ce corollaire montre 
pourquoi les côtés opposés seuls jouissent de cette propriété. 

Nous venons de déduire de la forme générale sous laquelle nous avons 
mis Téquation des courbes du n*^ ordre l'extension des théorèmes de Pappus^ 
de Desargues et de Pascal aux courbes algébriques jusqu'au cinquième 
ordre ^ et la discussion dans laquelle nous sommes entré au sujet des sys- 
tèmes de polygones conjugués de Tordre de la courbe a fait voir que, pour 
le troisième ordre , à deux sécantes arbitraires , correspondent 1.2.3 sys- 
tèmes de triangles conjugués; que, pour le quatrième ordre, à une sécante 
arbitraire, correspondent 1.2.3.4 systèmes de quadrilatères conjugués; 
que pour le cinquième ordre enfin, il n'y a plus d arbitraire, dans une 
sécante, que sa direction ou Tun de ses points. 

Si nous voulions étendre les applications de nos théorèmes généraux au 
delà du cinquième ordre, elles seraient limitées, d^abord à des courbes tout 
à fait particulières et à un système unique de polygones conjugués du même 
ordre; ensuite, aux théorèmes de Pappus et de Desargues seulement; parce 
que, du moment où il n'existe qu'un seul système de polygones conjugués 
du nT ordre , il ne peut pas en exister de l'ordre w + 1 , ce qui est indis- 
pensable à l'application du théorème de Pascal. 
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Gest ainsi, par exemple, que pour les courbes du sixième ordre de id 
forme 

il existe un système unique d'hexagones conjugués inscrits, auquel on peut 
appliquer les théorèmes de Desargues et de Pascal; mais, par cela même 
que ce système est unique, il n'existera pas de système d'eptagones conju- 
gués inscrits. 

Il n'y a en effet rien d'arbitraire dans l'équation précédente , qui est celle 
d'une courbe toute particulière, et l'équation générale des courbes du sixième 
ordre ne peut évidemment pas se mettre sous cette forme, puisqu'elle ren- 
ferme vingt-sept paramètres , et qu'il n'y en a que vingt-<3inq dans l'équation 
précédente. 

A plus forte raison en est-il de même pour les courbes d'un ordre supé- 
rieur. 

Nous ne pouvons donc pas mettre les équations générales des courbes 
d'un ordre supérieur au cinquième sous cette forme, qui nous a conduit k 
appliquer l'extension que nous avons donnée à l'idée de l'involution. 

Par quoi faudra-t-il remplacer l'involution dans ces courbes? C'est là un 
problème qui mérite certainement de faire l'objet des efforts des géomètres, 
et sur lequel nous appelons leur attention (*). 

Dans le chapitre suivant, nous rechercherons les théorèmes corrélatifs de 
ceux que nous venons d'établir. 

(*) Ou verra dans VAddilion que nous avons réussi à appliquer 1 iiivolulion, et par suite les 
théorèmes de Desnrgiies et de Pascal, à toutes les courbes algébriques (1870). 
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CHAPITRE II. 



COORDONNÉES RECTILIGNES TANGENTIELLËS. 



Quoique ce système de coordonnées ait été assez fréquemment mis en usage, 
nous croyons devoir en fixer le sens d'une manière précise , parce que nos 
idées sur ce sujet nous semblent différer, sous quelques rapports , de celles 
de certains auteurs modernes. 

Soit A = LX + MY + N = Féquation d'une droite en coordonnées 
rectilignes a?^ y; L, M, N étant des fonctions linéaires de ces coordonnées 
de la forme aa? -f- 6y + c^ etc.; a, b, c représentant des constantes. 

Pour que cette droite soit déterminée , il faut que X et Y le soient. 

Or, la distance d'un point x^yk cette droite est cJ= A: (LX + M Y + N), 
où k est une fonction connue de X et de Y. Si l'on se donne une relation 
c^i = X (^^, on saura seulement que le rapport des distances des points 
Qi (^o yi) ^l Qi (^4> y±) à la droite A est égal à X, ce qui a lieu pour toute 
droite A passant par un point P de la droite Q.Q^ tel que ^ = ^. 

De même, si l'on se donne une relation i^ = }Jâ^y on saura seulement 
que le rapport des distances des points Q3 (a?3, ^3) et Q4 [x^, y^ à la droite 
A est égal à X^, ce qui a lieu pour toute droite A passant par un point P' de la 
droite Q3Q4 tel que p|; = ^'• 

Mais si l'on se donne les deux relations simultanées 

puisque la première convient à toutes les droites qui passent par P, la 
seconde à toutes celles qui passent par P', il est évident que ces deux rela- 
tions simultanées détermineront la droite PP'; et en effet elles peuvent être 
regardées comme deux équations à deux inconnues X et Y, et suffisent par 
conséquent pour déterminer celles-ci. 

Nous pourrons appeler ces dernières les coordonnées tangentielles de la 



SUPERIEURE CARTÉSIENNE. 33 

droite A, quoiqu'il fut plus exact d'employer une autre dénomination y telle 
que celle de déterminantes tangentielles y puisque^ à proprement parler, 
X et Y ne sont pas des coordonnées. Nous dirons aussi que A = est Téqua- 
tion de la droite A en coordonnées tangenlielles, les valeurs de ces coordon- 
nées X et Y étant supposées connues. 

Actuellement, si nous ne donnons entre X et Y qu'une seule, relation, 
F (X, Y) = 0, il est clair que la droite A pourra occuper une infinité de 
positions différentes ; l'enveloppe de toutes ces positions sera une courbe dont 
il nous sera permis de regarder F (X, Y) = comme l'équation en coor- 
données langentielles, et dont on trouvera l'équation en coordonnées recti- 
lignes par la méthode connue des enveloppes. 

Mais, sans qu'il soit nécessaire de rechercher cette équation, on peut 
affirmer que si F (X, Y) est du n"*'' degré en X et Y, la courbe sera de la 
n"' classe, c'est-à-dire que , par un point, on pourra en général lui mener 
n tangentes. 

En effet, nous savons que A == est l'équation d'une tangente déterminée 
par un système de valeurs de X et Y satisfaisant à F (X , Y) = 0. Pour que 
cette tangente passe pour un point a?', y' il faudra que la relation A' = 
soit satisfaite , A' étant ce que devient A si l'on y change x et y en x^ et y'. 

Or, de ces deux relations A' = et F (X, Y) = 0, la première est du 

■ 

premier degré, la seconde du w*"' en X et Y ; elles donneront par conséquent 
en général n systèmes de valeurs pour ces inconnues, et par suite n tangentes 
passant par .r', y\ c .q.f.d. 

Art. I. — Théorèmes généraux. 

Cette nouvelle forme F(X,*Y) = de l'équation des courbes planes va 
nous permettre d'établir, parallèlement aux théorèmes que nous avons dé- 
montrés pour les courbes du n"*' ordre, les théorèmes corrélatifs pour celles 
de la n"" classe. 

Lemme fondamental. Représentons par A„ une fonction de la forme 

» 
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dans kquelle a, b^ e^ etc.^ sont des constantes; x^^y^les coordonnées recli- 
lignes d'un point P„ ; X , Y, des coordonnées tangentieUes ; toute courbe de 
la n"^ classe pourra se réprésenter par Téquation 

dans laquelle les paramètres x^, y^^, X|, y, rfe A^ et A, sont donnés , tandùi 
que xi, yi, etc., sont à déterminer, ainsi que \ietles(ji — 2) (n + 1 ) para- 
mètres de la fonction G„ .. g qui est du (n — S)"*® degré en X et Y. 

En effet , Téquation d'une courbe de la n"^ classe , étant du n'"' degré en 
X et Y, renferme n —^ paramètres, ce qui fournira un nombre égal d'équa- 
tions; et Téquation précédente renferme 

(«-2)(«+1) »(/i-4-3) 
1- 2n -♦- 1 = - 

paramètres à déterminer, c. q. f. d. 

L'équation de la courbe étant satisfaite par chacune des équations Ao ^= 0^ 
;A, == 0, C„_, = combinée avec Tune quelconque des équations A' =0, 
il en résulte : 

1° Que chacune des droites PoPi, PoPî...., P,Pi, P|P{ déterminées 

par les équations simultanées Ao = et AJ = ; Ao = et AJ = 0, etc. ; 
A, = et AJ = ; Aj = et A{ = 0, etc., sont des tangentes à cette 
courbe ; 

2^ Que les tangentes menées par P^ Pi_, à la courbe Cm — 2 = 

sont en même temps tangentes à la courbe donnée; et, en effet, les deux 
équations simultanées AJ = et C„_ , = déterminent les tangentes menées 
par PJ à la courbe C„ . ^ = ; et ces deux équations satisfont identiquement 
à celle de la courbe donnée. Il revient au même de dire que les tangentes 
menées par Pi .... Pi_, à la courbe donnée, sont également tangentes à la 
courbe C„ _ ^ == 0. 

Or, si nous observons que ces dernières tangentes passent par les points 

d'intersection PJ P^», des premières tangentes PoPJ et P|Pi, etc., deux 

à deux, et que celles-ci sont menées, lés unes par le point Pq, les autres par 
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le poÎDt Pi ^ nous pourrons déduire du lemme fondamental TénoDcé suivant : 

V. Théorème fondamental. iSi de chacun de deux points on mène les n 
tangentes à une courbe de la n™® classe, et que par chacun des n points 
d'intersection d'aune tangente du pre^nier système avec une tangente du 
second [ce qui peut présenter 1.2....n combinaisons différentes) ^ on 
mène les n — 2 autres tangentes à la courbe , ces n ( n — 2 ) tangentes 
envelopperont une courbe de la (n — 2)"'* classe. 

Remarque. Dans des cas particuliers , cette courbe pourra se réduire à un 
ou plusieurs systèmes de points et d'une courbe de classe moins élevée^ ou 
à plusieurs courbes moins élevées; nous n'examinerons^ parmi ces cas^ que 
le plus intéressant ^ celui dans lequel cette courbe se réduit à un système de 
n — 2 points^ c'est-à-dire le cas où les n(n — 2) tangentes se groupent 
en n — 2 systèmes de n tangentes concourant en un même point ; et il 
suflSt pour cela que n — 3 systèmes, le premier de w — 1 tangentes , le 
second de n — 2 , etc. , le (w — 3)*"® de 3 tangentes, concourent respec- 
tivement en n — 3 points. 

Dans ce cas, par chacun de ces n — 2 points, comme par chacun des 
deux points donnés, passent n tangentes à la courbe; or, ces tangentes qui 
concourent , par hypothèse , au nombre de n , en n — 2 points , ont été 
menées par les n points d'intersection , deux à deux , des tangentes des 
deux premiers systèmes, et il va de soi que ces deux premiers systèmes 
passent aussi par ces n points ; de sorte que nous avons deux systèmes de 
n points tels, que chaque droite qui relie un point du premier système à un 
point du second est tangente à la courbe, ou bien un système de deux poly- 
gones conjugués de n sommets circonscrits à la courbe. 

Ce cas est possible pour toutes les courbes jusqu'à la cinquième classe 
inclusivement; au delà il ne peut se réaliser que pour des courbes particu- 
lières. Nous croyons inutile de répéter la démonstration que nous avons 
donnée de la propriété similaire pour les courbes du w"^ ordre, et à laquelle 
il n'y a pas un mot à changer pour l'appliquer ici (*). 

(*) Après avoir ctabli, dans VAdditioUy rexistcnce des polygones conjugués dans les courbos 
des cinq premiers ordres, nous ne reviendrons pas sur les propriétés corrélatives des courbes 
des cinq premières classes, propriétés qui résultent à Tévidence du principe de dualité (1870). 



Fig. VI. 
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L'équation d'Une courbe de la n"*' classe pourra se réduire , dans ce cas , 

à la forme : 

> 

et nou§ pourrons, en vertu de la remarque précédente, Fénoncer de cette 
manière : 

IV. Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus. Dam un 
système de deux polygones conjugués de n sommets circonscrits à une courbe 
de la n°**' dusse, les produits des distances d'une tangente quelconque aux 
sommets de ces deux polygones sont analogiques. 

Cas particulier. Si nous appliquons le théorème fondamental I' au cas 
particulier où les deux points primitifs coïncident, il est clair qu'alors les 
points d'intersection des couples de tangentes vont se confondre avec les 
points de contact de celles-ci; car à mesure que les deux points se rap- 
prochent, les points de contact des deux tangentes menées de ces points à la 
même branche de la courbe, vont se rapprocher également,, et entre eux, et 
du point d'intersection de ces tangentes; de sorte qu'à la limite, ces trois 
points coïncideront dans le point unique de contact Ceci admis, le théorème 
fondamental aura pour corollaire : 

Corollaire. Si d'un point on mène les n tangentes à une courbe de la 
n™® classe y et par les points de contact de chacune de celles-ci les n — 2 
autres tangentes à la courbe, ces n (n — 2) nouvelles tangentes envelop- 
peront une courbe de la Çn — 2)""® classe. 

Cette courbe pourra se réduire à un système de points et d'une courbe 
de classe moindre ; le cas le plus remarquable est celui où elle se réduit à un 
système de (n — 2) points ; alors on peut appliquer le théorème II' qui 



s'énoncera 



Corollaire. Si d'un point on mène n tangentes à une courbe de la n"** 
classe, et que les n — 2 autres tangentes menées par les points de contact 
de chacune de celles^i concoure^it, n à Uy en u — 2 points, le produit du 
carré de la distance d'une tangente quelconque au point donné par ses dis- 
tances à ces n — 2 points , et le produit de ses distances aux n points de 
contact, sont analogiques. 
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Parmi les nombreux corollaires que Ton peut encore déduire des deux 
théorèmes précédents^ nous n'examinerons que le plus essentiel, celui qui 
doit nous conduire à l'extension du théorème de Brianchon. 

III'. Corollaire. Lorsque y dans une courbe de la n""^ classe ^ il existe des 
systèmes multiples de deux polygones conjugués circonscrits de n sommets^ 
il existera également des systèmes de deux polygones conjugués circonscrits 
de n -{- \ sommets. 

En effet, par chacun des deux points P et P' soient menées n tangentes 
à la courbe; désignons ces tangentes par 0, 1, ... (w — 1); 0', 1', ... (w — 1)'; 
et supposons que les n — 2 nouvelles tangentes menées par chacun des 
points d'intersection (0,0') = îo,(l, !') = «,,... (« — !,/<' — l')==.t;_., 
se groupent en /* — 2 systèmes de n tangentes concourant en n — 2 points 

Si, actuellement, nous menons les n — 2 nouvelles tangentes par chacun 

des n — 3 points î,, «h- 4 précédents, et en outre par les^ trois points 

{n — 3, n^ — 2'), (n — 2, n' — i')> (^ — ^y '*' — 3') que nous appel- 
lerons I„_3, In-«, ^t r„_i; toutes ces tangentes vont, en vertu de la remar- 
que précédente, se grouper également en n — 2 systèmes de n tangentes 
concourant en n — 2 points Qo, Qi . . . Q« -5; nous aurons ainsi les deux 
systèmes de deux polygones conjugués circonscrits de n sommets 

Pw\t • • • • • 

, r, to->*t||-4f J|,-3» '«-Si 'h-1> 7«' ^/i •'• Ç'"^"» 

ce qui clonne en tout 2ii sommets ; et 

ce qui donne également 2» sommets. 

Ces deux systèmes de deux polygones conjugués circonscrits de n sommets 
ont les n — 1 premiers sommets communs P, P', 1*0 ... «n-* > ^t si nous ne 
tenons pas compte de ces sommets, les 2 |2n — (n — 1)} ou les 2 (n + 1) 
sommets restants formeront un système de deux polygones conjugués cir- 
conscrits de n H- 1 sommets, c'est-à-dire de deux polygones de w -f- 1 
sommets, tels que chaque sommet de Fun soit le point de concours de n tan- 
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gentes menées par chacun des sommets de l'autre , un seul excepté ; c. q. f. d. 

Le théorème W peut se mettre sous une autre forme qui rendra manifeste 
l'extension du théorème corrélatif de celui de Desargues. 

Soit dojiné un système de deux polygones conjugués de n sommets cir- 
conscrits à une courbe de la n*"' classe ; désignons par , 1 , n — 4 et 

par 0', 1' w' — 1' les sommets de ces deux polygones. 

D'un point S menons à la courbe n tangentes f , V^ .... /^" " *^ ; appelons 

Aq ^„_i les distances des sommets . . « — \ht\ etc., 

aJ,*"*' ^nli*^ les distances de ces sommets à t^_i] 

Sq ^n^i, les distances de ces sommets au point S; 

s, 

employons les mêmes notations, en affectant les indices d'accents, pour 
désigner les mêmes distances comptées dans le second polygone 0'... n' — 1 '; 
enfin représentons par (/, ^o), etc., l'angle de la tangente t avec la droite ^^ 
qui unit le point S au sommet 0, etc. 
Il est évident que nous aurons : 

Ao = «0 siii (^ So) ^i""'^ = »o sin (i^""^ «o) 

• •••••«»••■>••••>•«■'. 

^«-1= ««^i sin {ty s^i) ^^:zP = 8,_, sin ((("-*). s,_,) ; 

« 

et que les mêmes relations existent pour le second polygone, et s'écriraient 
en accentuant les indices. 

Or, en vertu du théorème II', l'équation de la courbe peut s'écrire : 

Si, dans ces n relations, nous substituons aux A leurs valeurs précédentes, 
et que nous égalions entre elles les n valeurs que ces relations donnent pour 
A:, les facteurs s disparaîtront au numérateur et au dénominateur, et nous 
aurons : 

sin {t,So) ... sin (^,s,_i) sin (r"~*\So) — sin ((^"~'\ «""*) 

sin ((, ,v) ... sin (f, ««._|.j sin (f""*, .v) - ^î" (^*~** ^*'~^') 

Nous avons trouvé dans le chapitre des coordonnées rectilignes une rela- 
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« 

tion de la même forme relative À 3n points^ et nous avons été amenée par Une 
généralisation toute naturelle^ à donner à cette propriété le nom d'involution. 

De même 9 nous dirons que la' relation précédente^ à n membres^ carac* 
térise Tinvolution de 3n droites ^ et que ces 3n droites sont en involution. 

Nous pourrons donc énoncer ce théorème : 

IV', Extension du théorème corrélatif de celui de Désargues. Lorsque 
l'on a un système de deux polygones conjugués de n sommets circonscrits 
à une courbe de la n""® classe^ si d'un point on mène à cette courbe n tan- 
gentes et les 2n droites qui aboutissent aux sommets de ces deux polygones ^ 
ces 3n droites seront en involution (*). 

Ce théorème montre pourquoi Tinvolution de six droites^ de même que 
celle de six points^ ne peut avoir de puissance que dans la théorie des coni- 
ques^ tandis que pour les autres courbes^ il était nécessaire de donner à cette 
notion de Finvolution Textension à laquelle nous sommes arrivé dans les 
théorèmes IV et IV'. 

Nous ne nous arrêterons pas aux différentes formes sous lesquelles on peut 
mettre la relation (4') qui exprime l'involution de 3n droites, et nous passe- 
rons immédiatement à Textension du théorème de Brianchon aux courbes 
de la w*"' classe, extension qui se fonde sur le corollaire suivant : 

V. Corollaire du théorème corrélatif de celui de Desargues. Si deux 
systèmes de deu^ polygones conjugués de n sommets circonscrits à une courbe 
du n"« ordre, sont situés de telle manière que les droites qui relient (n + 1) 
couples de sommets concourent en un nnê^ne point, les droites qui relieront 
les (n — 1 ) autres couples de sommets concourront en ce même point. 

Désignons par o...n — 1, o'...n' — 1'; 0.... N — :!, (V....N' — 1', les 
sommets des deux systèmes de polygones conjugués circonscrits; supposons 
que les droites oO, il ...(n — 4, N — 1) eto'O' concourent en un point S. 

De ce point menons n tangentes à la courbe, et 2n droites 

aboutissant aux 2n sommets des deux polygones. 

(*) Nous énoncerons ce théorème sous une forme plus générale encore dans Y Addition (1870). 
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Par hypothèse 5o . . . . «„_ , et «o/ coïncident respectivement avec So . . . S„ ^ , 
et So'. Il en résulte que si nous appliquons le théorème IV à nos deux sys- 
tèmes de polygones conjugués, et que nous divisions membre à membre les 
deux relations à n membres fournies par ce théorème , nous obtiendrons les 
relations plus simples : 

sin {ty Si) ... sîn (f , «„._i.) . sin {l^*'*\ S|.) ... sin (t^""*^ ««.jl^) 

sin (^ S,.) ... sin (^ S„.Z,.) ^ '" "^ sïn~(«^-*\ S^.) .TTsin (ft-*), S,._,,) ' 

II est aisé de conclure de là, en vertu d'un lemme algébrique analogue à 
à celui que nous avons démontré . plus haut, que chacun des s doit se con- 
fondre respectivement avec Fun des S; ainsi, par exemple, que 5,/ coïncide 
avec S,/; autrement dît les droites qui unissent le point S aux sommets i» et 1' 
des deux polygones se confondent, ou bien la droite l'I' passe par S; et de 
même des autres, c.q.f.d. 

Remarque. Il est à remarquer que la démonstration suppose qu'aucune des 
tangentes menées par S à la courbe, ne se confond avec Tune des droites 
qui unissent ce point S aux sommets des deux polygones, puisque, dans 
ce cas, le premier membre des relations précédentes deviendrait indéter- 
miné. 

En combinant les deux corollaires III' et V on arrive immédiatement à 
Textension du théorème de Brianchon, que nous énoncerons sous cette 
forme : 

VI'. Extension du théorème de Brianchon. Dam un système de deux 
polygones conjugués e/e n + 1 sommets circonscrits à une courbe de la n"« 
classe, les droites qui relient les sommets opposés concourent eti un niênne 
point (*). 

En effet, en vertu du théorème 11'^ un système de deux polygones conju- 
gués circonscrits de m + 1 sommets peut se décomposer en deux systèmes 
de deux polygones conjugués circonscrits de n sommets, ayant n — 1 som- 
mets communs. Or, si nous considérons les droites qui relient respective- 
ment deux sommets du premier de ces polygones aux sommets opposés du 

(*) Ce ihcorème recevra, dans VAddiiionf la même gcnëralisation que le prëcëdeol. 
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second^ ces deux droites se couperont en un point par lequel nous pouvons 
faire passer les droites qui unissent entre eux les n — 1 sommets communs 
aux deux polygones^ puisque^ ces sommets coïncidant^ la droite qui les 
unit est entièrement indéterminée. Nous pouvons donc dire que les droites 
qui unissent /i + 1 couples de sommets opposés (les deux premiers et les 
n — 1 sommets coïncidants) concourent en un même point; et par le corol- 
laire V on voit que les droites qui unissent les n — 1 autres couples de 
sommets opposés, concourront en ce même point, c.q.f.d. 

En vertu de la remarque que nous avons faite plus haut, ce sont les droites 
unissant les sommets opposés seulement qui concourent en un même point; 
car celles qui uniraient deux sommets non opposés seraient tangentes à la 
courbe, et, dans ce cas, le corollaire V ne serait pas applicable. 

Les théorèmes que nous venons de démontrer sont tous des corrélatifs de 
ceux que nous avons établis dans le chapitre des coordonnées rectilignes, 
et ils forment avec ceux-ci et les théorèmes de Carnot et de Newton (*), la 
base de la géométrie supérieure. Nous aurions pu déduire ces théorèmes 
corrélatifs du principe de dualité; nous avons préféré les démontrer direc- 
tement, afln de donner pour base commune à tous nos théorèmes les prin- 
cipes élémentaires de la géométrie analytique. 

Nous allons, en quelques mots, reprendre ces derniers théorèmes pour 
les courbes des cinq premières classes, auxquelles, comme nous le savons, 
ils sont toujours applicables. 

Art. II. — Coniques. 

Tous ces théorèmes sont connus pour les coniques; toutefois, le corré- 
latif de celui de Pappus n'avait été donné que pour les deux couples de som- 
mets opposés d'un quadrilatère circonscrit; Ténoncé du théorème II' montre 
immédiatement que la même propriété existe relativement au troisième 
couple de sommets opposés du quadrilatère complet. Nous ne nous arrête- 

(*) Nous avons dit plus haul pourquoi nous avofis cru inutile de dëmonlrcr le llidorcme de 
Carnot; la même raison nous fuit omettre son eorrélatif ; quant au théorème de Newton, nous le 
démontrerons plus loin , en faisant usage d*un autre système de coordonnées. 
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rons pas davantage sur ce sujets qui a déjà donné lieu^ comme nous Favons 
dit à propos du théorème de Pappus^ à un J;ravail antérieur de notre part. 

Le théorème de Brianchon^ pour pouvoir se généraliser aisément^ doit 
s'énoncer comme l'indique le théorème VI' : 

Théorème de Brianchon. Dans un système de deux triangles conjugués 
circonscrits à une conique y les droites qui unissent les sommets opposés con- 
courent en un même point. 

Art. m. — Courbes de la troisième classe. 

Le théorème I' s'énoncera, pour ces courbes : 

Théorème fondamental. Si de deux points on mène deux systèmes de 
Fig. VI. trois tangentes à une courbe de la troisième clause, et que par chacun des points 
d'intersection d'une tangente du premier système avec une tangente du 
second y on nnène à la courbe une nouvelle tangente ^ les trois nouvelles tan- 
gentes concourront en un même point. 

On voit que nous obtenons ainsi un système de deux triangles conjugués 
de sommets P, P', et 1, II, 111, tels que les trois tangentes menées par 
l'un des sommets du premier passent respectivement par les trois sommets 
du second. 

De plus, on peut arriver de six manières différentes à deux systèmes sem- 
blables, en partant des deux mêmes points P et P'. Car, au lieu de prendre 
les intersections des tangentes i et 4', 2 et 2', 3 et 3' pour sommets du 
triangle conjugué, on peut combiner chacune des tangentes 1,2 ou 3 avec 
chacune des tangentes 1', 2' ou 3', ce qui peut se faire de six manières. 

Il est aisé de déduire de ce théorème le cas particulier pour lequel les 
deux points P' et P coïncident. 

Le théorème corrélatif de celui de Pappus s'énoncera : 

Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus. Dans un système 
de deux triangles conjugués circonscrits à une courbe de la troisième classe, 
les produits des distances d'une tangente quelconque aux sommets de chacun 
de ces triangles sont analogiques. 

L'expression analytique de ce théorème sera, en désignant par A^, A,, A^ 
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les distances d'une tangente aux trois sommets du premier triangle ^ et par 
A^^ à[, A^ ses distances aux sonmiets du second : 



i^O • ^1 • ^8 "T" ^0 • '^l • ^J* 



. Dans le cas particulier mentionné plus haut^ elle devient : 



4 . » I r 



En combinant deux systèmes différents de triangles conjugués ayant pour 
sommets communs P et P' et pour autres sommets 0, 1, II, III, et 0', P, IP, 
IIP, et supprimant les sommets communs, nous aurons un système de deux 
quadrilatères conjugués circonscrits, c'est-à-dire tels que chaque sommet de 
Fun, 0, soit le point de concours de trois tangentes menées respectivement 
par chacun des sommets P, IP, IIP de Fautre, un seul 0' excepté. 

Celui-ci est dit, pour cette raison, opposé au premier 0. Donc : 

Théorème. Dans une courbe de la troisième classe, on peut circonscrire un 
système de deux quadrilatères conjugués. Fig. vu. 

II est facile d'appliquer à ce cas le théorème corrélatif de celui de Pappus. 

Le théorème corrélatif de celui de Desargues s'énoncera : 

Extension du théorème corrélatif de celui de Desargues. Lorsqu'on a 
un système de deux triangles conjugués circonscrits à une courbe de la troi- 
sième classe j si par un point quelconque on mène à celte courbe trois tan-- 
(jentes et les six droites qui aboutissent aux sommets de ces triangles, ces 
neuf droites seront en involution. 

On voit par là que l'involution de six droites doit être à peu près impuis- 
sante dans l'étude des courbes de la troisième classe, et qu'il était nécessaire 
d'étendre celte idée de l'involution à un système de 3/i droites pour en tirer 
tout le parti possible. 

De ce théorème on peut déduire de nombreux corollaires, dont l'un des 

plus importants est celui-ci : 

* 

Corollaire. Si- deux systèmes de triangles conjugués circonscrits à une 
courbe de la troisième classe sont situés de telle m>anière que les droites qui 
relient quatre couples de sommets concourent en un même point, les droites 
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qui relient les deux autres couples de sommets concourront en ce même point. 

La démonstration générale que nous avons donnée du corollaire V, dont 
celui-ci n'est qu'un cas particulier, nous dispense d'y revenir. 

Au moyen de ce corollaire, nous pouvons immédiatement démontrer le 

théorème de Brianchon par les courbes de la troisième classe : 

. Extension du théorème de Brianchon. Dans un système de deux quadri- 

Fig. VII. latères conjugues circonscrits à une courbe de la timsième clause, les droites 

qui relient les quatre couples de sommets opposés concourent en un même 

point. 

Nous avons vu, en effet, qu'un système de deux quadrilatères conjugués 
circonscrits peut se décomposer en deux systèmes de triangles conjugués cir- 
conscrits ayant deux sommets communs. 

Soieht 0, I, II, III et 0', I', IF, III', les sommets de nos deux quadri- 
latères, et P, P' deux nouveaux sommets communs à deux systèmes de trian- 
gles conjugués circonscrits dont les sommets de ces quadrilatères font partie. 

Ces deux systèmes seront : 

p, F, et 1, II, m, 

p, p\ 0' et r, ir, iir. 

Or, les quatre droites qui relient respectivement les sommets et 0' , I 
etl'jPetTP, P' et P' peuvent être censées concourir au point d'intersec- 
tion î des deux droites 0, 0' et I, I' ; donc, en vertu du corollaire précédent, 
les droites II, IP et III, IIP concourront en ce même point. 

Il résulte de la démonstration générale du corollaire V, que ce sont les 
droites qui relient les couples de sommets opposés seulement qui concourent 
au même point. 

Art.. IV. -r- Courbes de la quatrième classé. 

Le théorème fondamental P devient pour ces courbés : 
Théorème fondamental. Si de deux points on mène deux systèmes de 
quatre tangentes à une courbe de la quatrièine classe ^ et que par chacun des 
points d'intersection d'une des tangentes du premier système avec une de 
celles du second, on mène à la courbe deux nouvelles tangentes, ces huit 
tangentes envelopperont en général une conique. 
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Si trois de ces tangentes concourent en un même point, la conique se ré- 
duira à un système de deux points, c^est-à-dire que les huit tangentes se grou- 
peront en deux systèmes de quatre tangentes concourant en un même point. 

En nommant P et P' les deux premiers points; II, III, IV, V les points 
d'intersection des systèmes de tangentes ; et I les points de concours des 
quatre couples de tangentes menées respectivement par ces points, on voit 
que nous avons affaire à un système de deux quadrilatères conjugués cir- 
comcrits 

p, p, 0, 1 et II, III, IV, V, 

c'est-à-dire tels que chaque sommet de l'un soit le point de concours des 
tangentes menées par les quatre sommets de l'autre. 

Gomme on peut combiner les quatre premières tangentes deux à deux de 
i . 2 . 3 . ^ manières différentes , on formera autant de systèmes de deux qua- 
drilatères conjugués circonscrits, tels par exemple que 

p, F, 0, 1, et II, m, IV, V, 

p, v'\ 0, r, et II', iir, IV', v (*). 

Si dans ces deux systèmes nous supprimons les sommets communs, nous 
voyons que nous aurons un système de deux pentagones conjugués circonscrits. 

En appliquant à l'un des systèmes de quadrilatères conjugués circon- 
scrits, le théorème corrélatif de celui de Pappus, nous conclurons que : 

Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus. Lorsqu'on a un 
système de deux quadrilatères conjugués circonscrits à une courbe de la 
quatrième classe, les produits des distances d'une tangente quelconque aux 
sommets de ces deux quadrilatères, sont analogiques. 

Propriété dont l'expression analytique est : 



Ao'^iAt^s — '^oAi^i^i» 



en faisant usage de notations analogues aux précédentes. 

Si nous faisons coïncider les deux points P et P', il est manifeste que ce 

(*) L'existence de ces systèmes multiples de quadrilatères conjugués circonscrits sera établie 
dans ri4cWt7ion (1870). 

7 
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point unique peut être considéré comme point de concours de systèmes de 
tangentes menées par les points de contact des tangentes primitives passant 
par P et P'^ et par conséquent la courbe enveloppe du deuxième degré; 
dont il est question dans le théorème général^ pourra aussi se réduire à un 
système de deux points^ comme dans le cas particulier. Donc : 

Corollaire. Si d'un point on mène quatre tangentes à une courbe de k 
-quatrième classe , et par les points de contact de chacune de celles-ci les deux 
autres tangentes à la courbe, ces huit nouvelles tangentes formeront deux 
systèmes de quatre droites, qui envelopperont une conique, ou qui concour- 
ront chacun en un même point. 

Le théorème corrélatif de celui de Pappus, appliqué au cas particulier^ 
s'énoncera : 

Corollaire. Le produit du carré de la distance d'une tangente quelconque 
au premier point par ses distances aux deux points de concours des nou- 
velles tangentes, et le produit de ses dislances aux points de contact des pre- 
mières tangentes, sont analogiques; 

Ce qui s'exprime pair la relation ; 

Aq • «^1 • A5 -J- Aq . ÂÎ . ^s . A3. 

Le corrélatif du théorème de Desargues ^ IV', s'énonce pour les courbes 
de la quatrième classe : 

Extension du théorème corrélatif de celui de Desargues. Lorsque (mi 
a un système de deux quadrilatères conjugués circonscrits à une courbe de la 
quatrième classe, si d'un point on mène à cette courbe quatre tangentes et les 
huit droites qui aboutisse^it aux sommets de ces quadrilatères, ces douze 
droites sont en involution (*). 

Nous n'insisterons plus sur l'importance de l'extension que nous avons 
donnée à l'idée de l'involution , ni sur les corollaires auxquels donne lieu le 
théorème capital qui précède, et nous en conclurons immédiatement l'exten- 
sion du théorème de Brianchon au moyen du corollaire suivant : 

(*) Nous avons déjà dit plus haut que ce thëorème sera généralisé dans V Addition, de même 
que celui de Brianchon qui en découle (1870). 
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Corollaire. Si deux systèmes de deux quadrilalèi^es conjugués circon- 
scrùs à une courbe de la quatrième classe sont situés de telle manière y que les 
droites qui relient cinq couples de sommets concourent en un même point, les 
droites qui relieront les trois autres couples de sommets concourront en ce 
même point. 

Pour la démonstration^ voir le théorème général V. 

Appliquons ce corollaire aux deux systèmes de quadrilatères conjugués 
circonscrits mentionnés plus haut : 

p, P', 0, I et II, III, IV, V, 

p, P', 0, V et ir, iir, IV', v. 

Nous pourrons dire que, dans ces deux systèmes, les droites qui relient 
I à P, II à IP, P à P, P' à P', à concourent au point d'intersection i 
de I, P avec II, IP; et par suite les droites III, IIP; IV, IV'; V,V' concou- 
rent en ce môme point. 

Or, comme les sommets I, II, III, IV, Vet P, IP, IIP, IV', V sont ceux 
de deux pentagones conjugués circonscrits, nous pourrons énoncer le 
théorème : 

Extension du théorème de Brianchon. Dans un système de deux penta^ 
gones conjugués circonscrits à une courbe de la quatrième classe, les droites 
qui relient les sommets opposés concourent en un même point. 

Art. V. — Courbes de la cinquième classe. 

Pour ces courbes comme pour celles du cinquième ordre, nous nous bor- 
nerons à énoncer les théorèmes généraux. 

Théorème fondamental. Si de deux points on mène deux systèmes de cinq 
tangentes à utie courbe de la cinquième classe, et que par les points d'intcr- 
ter section de ces tangentes deux à deux on mène trois autres tangentes à la 
courbe , ces quinze nouvelles tangentes envelopperont en général une courbe 
de la troisième classe. 

Si parmi ces nouvelles tangentes deux systèmes, le premier de quatre 
tangentes, le second de trois, concourent en un même point, ce qui est 
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toujours possible^ les quinze tangentes formeront trois systèmes de cinq 
droites concourant en un même point 

Nous aurons ainsi un système de deux pentagones conjugués circonscrits 
à une courbe de la cinquième classe^ système pour lequel Tapplication du 
théorème corrélatif de celui de Pappus donnera la relation 



■^A • ^1 • -■f • ^s • -^A — -«a • ^i • ^9 • -^X • ^k • 



Corollaire. Si d^un point on mène cinq tangentes à une courbe de la cin- 
quième classe, et que par les points de contact de celles-ci ton mène les trois 
autres tangentes à la courbe, ces quinze tangentes formeront trois systèmes de 
cinq droites qui envelopperont en général une courbe de la troisième classe. 

Ce lieu de la troisième classe pourra, dans des cas particuliers, se réduire 
à une conique et un point, ou à trois points qui seront chacun le point de 
concours de cinq de ces tangentes. 

Le corrélatif du théorème de Pappus s'exprimera, pour ce dernier cas, par 
la relation : 



^Q . ût . Ag . ^4 -^ Ao . Jij . Aj . Aj . A^ 



Le corrélatif de celui de Desargues s'énoncera : 

Théorème. Lorsque l'on a un système de deux pentagones conjugués cir- 
concrits à une courbe de la cinquième classe, si d'un point on mène à cette 
courbe cinq tangentes et les dix droites qui aboutissent aux sommets de ces 
deux pentagones , ces quinze droites seront en involution (*). 

Le corollaire le plus important de ce théorème est celui-ci : 

Corollaire. Si deux systèmes de deux pentagones conjugués circonscrits 
à une courbe de la troisième classe sont situés de telle manière^ que les droites 
qui unissent six couples de sommets concourent en un même point, les 
droites qui unissent les quatre autres couples de sommets concourront en ce 
même point. 

Considérons actuellement un système de deux pentagones conjugués cir- 
conscrits formés en menant par les deux points P et P' deux systèmes de cinq 

f ) Cu ihéorèmc, ainsi que celui de firianchon, donné plus bas, seront généralisés dans }^ Ad- 
dition (i870). 
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tangentes: 0, 1, 2, 3, 4, etc.; puis en menant par chacun des points 00^, 
il', 22', 33', 44' trois nouvelles tangentes pour former le premier système 
des pentagones; enfin par chacun des points 00', 11', 23', 34', 41' trois 
nouvelles tangentes pour former le second ; supposons que ces quinze tan- 
gentes concourent cinq à cinq en un même point (*). 

Ces deux systèmes de pentagones circonscrits dont nous désignerons les 
sommets par : 

P,P', 0,0', 1 et H, III, IV, V, VI, 

p, p', 0, 0', r et ir, iir, i v, v, vr, 

formeront, si nous supprimons les sommets communs, un système de deux 
hexagones conjugués circonscrils. 

Or nous pouvons dire que les droites qui unissent les six sommets I et I', 
II et II', P et P, P' et P', et 0, 0' et 0' concourent en un même point /, 
intersection de I , T avec II , II'; donc les droites qui uniront les trois autres 
couples de sommets opposés concourront en ce môme point; d'où le théorème : 

Extension du théorème de Brianchon. Daiis un système de deux hexagones 
conjugues circonscrits à une courbe de la cinquième classe^ les six droites qui 
unissent les couples de sommets opposés concourent en un même point. 

Le lecteur familier avec la géométrie supérieure aura peut-être trouvé 
trop de longueurs dans cette exposition. Il eût préféré sans doute nous la voir 
borner aux théorèmes généraux ; mais nous avons craint qu'une aussi grande 
concision n'entraînât trop d'obscurités. C'est pour rendre plus aisée l'intelli- 
gence de ces théorèmes que nous avons cru utile de les appliquer aux quatre 
premiers genres de courbes algébriques ; si nous ne sommes pas parvenu à 
garder une juste mesure, on voudra bien nous le pardonner en faveur de nos 
intentions ; pour ce qui nous concerne , nous eussions de beaucoup préféré 
nous borner aux seuls théorèmes généraux (**). 

Il nous reste encore à démontrer et à généraliser le fameux théorème de 
Newton sur les coniques; nous ferons usage, à cet effet, d'un autre système 
de coordonnées dont nous nous occuperons au chapitre suivant. 

(*) L'existence de ces systèmes sera établie dans V Addition (1870). 

(**) C'est à ces théorèmes seulement que nous nous attacherons dans V Addition. 
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ADDITION. 

(DéMmbre 1870.) 

Comme nous Favons annoncé dans la préface de ce travail^ le but que 
nous nous proposons dans cette Addition est : 

En premier lieu, de reprendre quelques points sur lesquels des analystes 
distingués ont bien voulu appeler notre attention, et d'élucider ces points de 
manière à ne laisser subsister aucun doute sur l'existence des figures aux- 
quelles se rapportent nos théorèmes; 

En second lieu, de donner une dçmonstration fort simple du théorème de 
Pascal tel que nous Pavons énoncé pour les courbes planes jusqu'au cinquième 
ordre , et de faire servir ce mode même de démonstration à donner à ce 
théorème une extension telle qu'il s'applique, sous une* forme très-générale, 
à toutçs les courbes algébriques; 

En troisième lieu enfin, d'étendre à toutes ces courbes le théorème de 
Desargues. 

Nous nous bornerons, dans cette Addition, au cas des coordonnées rec- 
tilignes ponctuelles, en faisant remarquer que toutes nos démonstrations 
pourront, par le moyen des coordonnées tangentielles, s'appliquer aux^ figures 
corrélatives, de sorte que nous nous dispenserons même d'énoncer les théo- 
rèmes qui se rapportent à ces figures, et qui ne sont, au reste, que la géné- 
ralisation de ceux que nous avons donnés dans le chapitre précédent. 

J^ I. Existence des systèmes multiples de polygones conjugués inscrits 

DANS LES courbes DU QUATRIÈME ET DU CINQUIÈME ORDRE. 

Le point essentiel que nous avons à élucider est l'existence de systèmes 
multiples de polygones conjugués du n'*^ ordre, inscrits à une courbe du 
même ordre, et ayant deux sécantes communes, pour n = 4 et n = 5, 
existence sur laquelle nous avons fondé l'extension du théorème de Pascal à 
ces courbes. 

Nous commencerons par faire remarquer, comme on le verra plus bas. 
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que ce théorème peut s^établir indépendamment de cette existence^ et d^une 
manière très-simple; que^ pour les courbes du quatrième ordre^ il existe des 
systèmes de polygones conjugués du quatrième et du cinquième ordre en 
nombre triplement indéfini^ c'est-à-dire dans lesquels trois paramètres sont 
arbitraires; que, pour le cinquième ordre, il existe des systèmes de poly- 
gones conjugués du sixième ordre en nombre défini, tandis que ceux du 
cinquième sont en nombre simplement indéfini (*). 

Il semble résulter de là que, parmi ces systèmes en nombre indéfini de 
polygones conjugués du quatrième ou du cinquième ordre inscrits à une 
courbe de même ordre, il existera des systèmes multiples de polygones con- 
jugués ayant deux sécantes communes, et qui donneront naissance, ainsi 
qu'on Ta vu dans la première partie, à des systèmes de polygones conjugués 
de l'ordre immédiatement supérieur. 

Ceci toutefois n'est qu'une induction qui a besoin d'être confirmée : pour 
le quatrième ordre, cette confirmation est très-aisée; pour le cinquième, elle 
présente plus de difficultés* 

Mettons l'équation des courbes du quatrième ordre sous la forme 

C4 = apr^ -h kapVê' = , 

«... désignant des fonctions linéaires de la forme y — ax — b. 

Le second membre renfermant dix-sept paramètres, il en est trois que nous 
pouvons nous donner arbitrairement, par exemple k et les deux paramètres 
de a ; il est clair que les quatorze autres pai'amètres, ceux de /3 <y, seront 



(*) On a déjà vu dans la première partie que les équations de ces cdlirbes peuvent se mettre 
sous la forme : 

a g »«■ à ^ — — Kc f ••• ^ ^^ \A^ ^s y 

0« ••• W J '^~ Ko I M. |{ ^^^ \Jm SSÏ U f 

mais on peut bussi les mettre sous la forme suivante 

^1 ••• Js — ^(Ti ••• (f'5 = A . C4 = 0, 
Oi ••• Oc "~" Ko I ... V f ^s A ■ \Àjf ^^ U f 

tous les ây J' et A représentant des fonctions linéaires dans lesquelles il y a deux paramètres à 
déterminer. 
Ces formes d'équations rendent manifestes Texistence et le nombre des polygones conjugués. 
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déterminés en fonction de ces trois paramètres arbitraires au moyen de qua- 
torze équations de condition. 

Si nous faisons voir que Téquation de cette courbe peut aussi se mettre 
sous la forme 

il sera prouvé que Ton peut construire, sur les sécantes « et /3, des systèmes 
multiples de quadrilatères conjugués inscrits à C^. 

Or, si nous nommons r', A' les diagonales du quadrilatère dont les cou- 
ples de côtés opposés sont y', *' et a, /3, Fensemble de ces diagonales pourra 
se représenter par une équation de la forme 

dans laquelle m sera une fonction déterminée des paramètres de a, /3, y, 9^ 
et, par suite, une fonction déterminée des trois paramètres arbitraires. 

De même Tensemble des diagonales r, A du quadrilatère dont les couples 
de côtés opposés sont y, d et «', /3' sera représenté par 

m* étant, comme m , une fonction déterminée des trois paramètres arbitraires. 
Remplaçons, dans Téquation C4 = 0, ycJet y'c^ par leurs valeurs tirées 
des deux précédentes, nous aurons : 

G, = ajS [{1 -f- m') V^ — m'ap'] ^ ka'p' [(i + m) F'a' — map] =0; 

et comme w et w' sont des fonctions déterminées de trois paramètres arbi- 
traires, k et les deux paramètres de «, si nous posons m' -]- Am = 0, cette 
relation déterminera k en fonction des deux paramètres de « qui restent 
encore arbitraires, et Téquation de C4 deviendra 

Q=(l -+-m')aprA -4- A(i -H m)a'p'r'A' = o, 

ou plus simplement : 

C4 = «prA H- Jtvp'r'A' = o, 
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équation dans laquelle tous les paramètres sont déterminés en fonction de 
ceux de a^ restés arbitraires; d^où il résulte que^ sur une sécante donnée a^ 
on peut construire des systèmes multiples de quadrilatères conjugués. 

Ces systèmes multiples sont donc en nombre indéfini. 

L^existence de systèmes multiples de quadrilatères conjugués ayant deux 
sécantes communes est ainsi établie de la manière la plus générale pour les 
courbes du quatrième ordre. 

Pour celles du cinquième^ le même mode de transformation de leur équa- 
tion ne nous a pas semblé généralement praticable : nous indiquerons toute- 
fois le résultat auquel il nous a conduit ^ et qui mettra peut-être sur la voie 
d'une plus grande généralisation. 

Soit Téquation d'une courbe du cinquième ordre mise sous la forme 

ce qui est toujours possible^ puisqu'on a vingt paramètres à déterminer au 
moyen de vingt équations^ k étant arbitrairement donné. 

Considérons les transversales r'A'E' qui relient, d'une autre manière que 
les transversales y'^e', les intersections de ces dernières avec « et /3; nous 
aurons : 

y'â'e -^ m'r'A'E' = (1 -t- m') a^D , 

m' étant, par un raisonnement analogue au précédent, une fonction déter- 
minée de k. Car les six droites du premier membre peuvent être regardées 
comme les côtés diB deux triangles conjugués au lieu du second ordre 
a/3 = , et par suite les côtés opposés de ces triangles doivent se couper sur 
une droite D = 0. 

De même, en désignant par r. A, E trois transversales qui relient, d'une 
autre manière que y, c^, e, les intersections de celles-ci avec «' et /3', nous 
aurons : 

rJf -f- mr^E = (1 -♦- m) «'(3'D'. 

Si nous remplaçons , dans l'équation C^ = , yfe et / J^e' par leurs valeurs 

tirées des deux précédentes, elle prendra la forme : 

« 

C, = «p [{i ■*. m) «'p'D' — nirAE] -h ka'p' [(i + m') «pD — m'Vi'E'] = 0; 

8 
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et elle se réduira à 

si Ton pose 4 -{- m = k(l + w'), ce qui détermine k, et si, de plus, la 
droite D coïncide avec D'. 

Dans ce cas la multiplicité des polygones conjugués construits sur <x et /3 
est encore démontrée. 

Cette condition limite-t-elle l'existence de la propriété à des genres parti- 
culiers de courbes , ou limite-t-elle simplement le nombre des systèmes mul- 
tiples de polygones conjugués, c'est là une question assez délicate que nous . 
ne sommes pas en mesure de trancher. 

Quoi qu'il en soit, l'on voit que toutes les courbes du quatrième ordre 
renferment des systèmes multiples de quadrilatères conjugués formés sur les 
mêmes sécantes, et que, pour les courbes du cinquième ordre, la multipli- 
cité des systèmes de pentagones conjugués formés sur les mêmes sécantes 
est également établie, au moins pour certains genres de ces courbes. 

Dans le paragraphe suivant on démontrera, au reste, que cette multiplicité 
n'est pas nécessaire le moins du monde à l'existence du théorème de Pascal, 
quoique ce soit par elle que nous soyons arrivé d'abord à l'expression parti- 
culière de ce théorème qui est relative aux polygones conjugués du (n + l)"^ 
ordre; et ce mode de démonstration permettra d'étendre le théorème, même 
en le généralisant, à toutes les courbes algébriques. 

§ II. Généralisation dv théorème de Pascal. 

Dans ce second paragraphe, nous commencerons d'abord par établir d'une 
manière directe le théorème de Pascal pour les courbes algébriques jusqu'au 
cinquième ordre inclusivement, et par l'étendre à des systèmes de polygones 
conjugués d'un ordre supérieur à ceux de Pascal pour les courbes des quatre 
premiers ordres. Nous indiquerons ensuite une généralisation de ce théorème 
qui le rendra applicable, non-seulement à des systèmes de figures conjuguées 
moins particulières que les polygones conjugués inscriptibles aux courbes des 
cinq premiers ordres, mais par cela même à ces systèmes de figures conju- 
guées dans toutes les courbes algébriques. 
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L'extension que nous avons donnée au théorème de Pascal pour les cinq 
premiers ordres peut se fonder très-simplement sur cette considération que 
Téquation C„ = de ces courbes peut toujours se mettre sous la forme : 

où A et les â sont des fonctions linéaires. 

En effet, si Ton considère, d'une part, le nombre total des paramètres, ceux 
de C„ excepté, d'autre part, le nombre d'équations à satisfaire, on trouvera, pour 
le premier, An + 7, et pour le second, ^^"^^y^"^^> : or ce dernier est toujours 
égal ou inférieur au précédent pour /*"< 5, c. q. f. d. 

Cette forme d'équation est évidemment l'expression analytique du théo- 
rème de Pascal : car les côtés d coupant les côtés 9 en des points tous situés 
sur le lieu aC„ = 0, ceux de ces côtés qui ne se couperont pas sur C« = 0, 
c'est-à-dire les côtés opposés, se couperont sur la droite A = 0. 

Les polygones conjugués inscrits que nous venons de considérer étaient du 
(« + 4)*"® ordre : nous allons voir que les polygones conjugués d'un ordre 
supérieur existent pour les courbes des quatres premiers ordres , et donnent 
lieu au théorème suivant, dont quelques cas particuliers sont connus : 

Seconde extension du théorème de Pascal. Dans un système de deux 
polygones conjugués du (n -|- p)™® ordre inscrits à une courbe du n"*® ordre ^ 
les côtés non adjacents se coupent sur un lieu du p"™* ordre. 

Nous entendons par côtés non adjacents ceux qui ne se rencontrent pas 
sur la courbe. 

En efl'et, l'équation C„ = peiit s'écrire, jusqu'au quatrième ordre in- 
clusivement, en supposant p y \ : 

Si ... (T.^^ — AJJ ... J'.+p =r G, . C^ = (*). 

Car le nombre total des paramètres , ceux de C« exceptés , est 



4 (n -f- p) -f- \ 



î2 



(*) Cette équation pourrait même prendre la forme plus particulière : 

«i ... ffm+p — ko^i ... à n+p = CnAi ... /\p = 0, 

pour quelques valeurs dep que le lecteur déterminera aisément. 
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celui des équations à satisfaire : îi±£Ml±P±^« La différence entre ces deux 
nombres est 

X . /n + 3 \ 

4(n + p)-».i— n ^-^H-pj; 



et elle sera positive pour n < 5, c. q. f. d. 

On établirait du reste^ comme précédemment^ que cette forme d'équation 
est Texpression analytique du théorème énoncé. 

On remarquera que, pour « = 2, la différence entre le nombre des para- 
mètres et celui des équations est 2 (n + />); c'est-à-dire qu'on peut se 
donner arbitrairement tous les sonunets des deux polygones conjugués 
d'ordre (n + p) inscrits à une conique ; 

Que , pour n = 3 , cette différence est n + /? + ^ > c'est-à-dire qu'on 
peut se donner les sommets de l'un des polygones y ainsi qu'un sonunet du 
polygone conjugué, dans les courbes du troisième ordre; 

Enfin que pour n = 4, cette différence est constamment égale à 3; c'est- 
à-dire qu'il n'y a plus trois sommets arbitraires , quel que soit l'ordre des 
polygones, quand la courbe est du quatrième ordre. 

Il est aisé d'étendre ces théorèmes à toutes les courbes algébriques, 
pourvu qu'au lieu de systèmes de polygones conjugués, qui n'existent plus 
au delà du cinquième ordre, on envisage les systèmes plus généraux que 
nous allons définir. 

Nous appellerons figures conjuguées du n"* ordre inscrites à une courbe du 
même ordre celles qui sont formées, d'une part, des n transversales qui 
réunissent deux à deux les n points d'intersection de deux sécantes avec la 
courbe; d'autre part, de ces deux sécantes et du lieu, d'ordre n — 2, des 
nouvelles intersections des transversales avec la courbe. 

Par systèmes de figures conjuguées nous entendons les différentes figures 
conjuguées que Ton peut former en réunissant deux à deux, dans un ordre 
quelconque, les n points d'intersection de deux mêmes sécantes. 

Pour ces figures conjuguées, nous établirons d'abord un théorème en un 
certain sens plus particulier que celui de Pascal, quoiqu'il s'applique à toutes 
les courbes algébriques ; puis le théorème de Pascal proprement dit pour ces 
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courbes; enfin la généralisation complète de ce théorème^ dans laquelle les 
deux précédents rentreront naturellement conune cas particuliers. 

Théorème. Si n — 2 transversales sont communes à deux systèmes de 
figures conjuguées du n™® ordre inscrites à une courbe du même ordre ^ 
ces deux systèmes se couperont en tous points situés sur cette courbe. 

L'équation de la courbe pourra en effet, en vertu de l'hypothèse renfer- 
mée dans l'énoncé même, s'écrire sous les deux formes : 

^Af^n-% ^ <î| ... ^i^,_»^, = C„ = 0, 

^APm^t — k'^i ... ^_»p;,_,pâ == c. := 0. 

D'où l'on déduit par multiplication : 

car ce lieu doit renfermer C^, puisqu'il passe par l'intersection des deux 
précédents qui sont G« même; et il ne peut renfermer davantage, puisqu'il 
est de l'ordre n. 

Cette nouvelle forme d'équation démontre le théorème. 

Celui de Pascal s'énoncera , pour toutes les courbes algébriques : 

Première généralisation du théorème de Pascal. Si n — 3 transversales 
sant communes à deux systèmes de figures conjuguées du n™* ordre inscrites 
à une courbe du même ordre, les points d'intersection de ces figures qui n'ap- 
partiennent pas à cette courbe seront en ligne droite. 

Par hypothèse, l'équation de la courbe peut s'écrire : 

et 

<^i^îC»_j — Kâi ... «C-aPii-«pii-«Pii == C, = 0. 

D'où, par multiplication, on obtient un lieu : 



car ce lieu doit renfermer Q», et, comme il est de l'ordre n + 1, il doit 
renfermer en outre une droite A = 0. 



1 
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On se convaincra que cette dernière forme est l'expression du théorème y 
par un raisonnement identique à celui que nous avons fait poup le cas parti- 
culier au commencement de ce second paragraphe. 

Voici enfin la généralisation complète du théorème : 

Seconde généralisation du théorème de Pascal. Si p transversales sont 
communes à deux systèmes de figures conjuguées du n"« ordre inscrites à 
une courbe du même ordre ^ les points d'intersection de ces figures , qui 
nappartiennent pas à cette courbe^ se trouveront sur un lieu de l'ordre 
n — p — 2. 

Par hypothèse Téquation de la courbe peut s'écrire : 

^A^n-i * ^ ••• VH-I ... <^ii = C, = 0, 

et 

D'où, par multiplication, on obtient le lieu 

Nous n'insisterons pas davantage sur la démonstration, qui est analogue 
aux précédentes , et nous ferons seulement observeç que les transversales non 
communes se coupent nécessairement sur le lieu d'ordre n — p — 2 ; car si 
elles se coupaient sur la courbe donnée, elles auraient avec elle plus de n 
points communs; et que, quant aux deux courbes d'ordre n — 2 qui font 
partie des systèmes de figures conjuguées, comme elles ont (n — 2) jo points 
communs entre elles et avec la courbe donnée, leurs points d'intersection 
qui sont situés sur le lieu d'ordre n — p — 2 seront au nombre de 

(«-2)(n-p-â). 

Sans aucun doute , en partant de formes plus générales encore de l'équa- 
tion des courbes algébriques, et en les combinant entre elles et les inter- 
prétant comme nous venons de faire, on arriverait à des théorèmes d'une 
plus grande généralité encore; de même, il existe d'autres expressions ana- 
lytiques du théorème de Pascal relatives à des dispositions particulières des 
systèmes de polygones conjugués. Mais en nous arrêtant à tous ces détails, 
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nous perdrions de vue l'objet essentiel de ce travail, qui est Textension des 
théorèmes fondamentaux de la haute géométrie aux courbes supérieures. 

Peut-être le lecteur se dira-t-il que toutes ces généralisations que nous 
venons de donner du théorème de Pascal ne sont que des cas particuliers de 
ce théorème de Gergonne : 

Si> parmi les m* intersections de deux courbes du degré m y il y en a mp 
sur une courbe du degré py les m (m — p) autres se trouveront sur une 
courbe du degré (m — />). 

Et en effet, on retrouve ce théorème au fond de tous les précédents. Mais 
ceux-ci étaient, ce nous semble, des cas particuliers assez remarquables pour 
faire Tobjet d'une mention spéciale. Et que de fois n'arrive-t-il pas que 
l'on trouve dans une vérité beaucoup plus que n'y avait vu celui qui l'a 
découverte! Ce n'est souvent que quand ces conséquences nouvelles ont été 
établies par une autre voie, qu'on les voit ressortir clairement de la vérité 
dans laquejle elles se trouvaient implicitement renfermées. Peut-être pou- 
vons-nous penser qu'il en est ainsi de nos énoncés, avec d'autant plus de 
raison qu'ils avaient d'abord soulevé quelques difficultés, pour l'éclaircisse- 
ment desquelles nous avons écrit cette Addition. 

§ III. Généralisation du théorème de Desargues. 

Le théorème de Pascal pouvant être considéré comme un corollaire de celui 
de Desargues, on conçoit que l'extension que nous venons de donner au 
premier de ces théorèmes devait éveiller en nous l'idée que le second était 
susceptible de la même extension. 

Et^n effet, en partant d'une notion algébrique que nous ne pouvons déve- 
lopper aujourd'hui, mais sur laquelle nous reviendrons peut-être quelque 
jour, nous avons cru pouvoir conclure à priori à l'extension du théo- 
rème de Desargues à deux figures conjuguées du if^ ordre inscrites à une 
courbe de même ordre ; et nous n'avons eu aucune peine à en établir la 
démonstration, d'une manière indépendante de la notion qui nous avait con- 
duit à étendre le théorème à toutes les courbes algébriques. 

Première généralisation du théorème de Desargues. Dans un système 
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de deux figures conjuguées du n™* ordre, inscrites à une courbe de ménie 
ordre, une droite quelconque coupe les deux figures conjuguées et la courbe 
en 3n points en involution. 

Soit c.= (TAC^,-. kâ'A ... <?: = 

Téquation d^une courbe du n"*"* ordre rapportée à deux figures conjuguées. 
Considérons une droite D qui coupe 

C. aux points 0|,0f, ... 0,; 
(?i, ^ et C«.f aux points M|, M, et M3, M4 ... M. ; 

et 

^1,^2 •.. ^n fiux points MÎ,Mt ... M],. 

Par le point 0^ dont nous désignerons les coordonnées par x, y, menons 
à l'axe des y une parallèle qui coupe Taxe des x en P, et <^,, d^ et C^_4 en 
N,,Na et N5 ... Nn. 

Il est clair d'abord que i^ , qui est une fonction y — ax — 6 , représente 
OiNj : car 0|P = y; N^P = ao? -f- *> puisque N^ est sur la droite (?,; donc 
0,N, =y — ax — b^d^. 

De même 0|Na = *j; O^NJ =cJJ, etc. 

Ensuite^ on voit que C„_, représente le produit des segments OiNj. 0,N^ ... 
0,Nn : car^ en considérant l'abscisse x du point 0| comme constante^ et 
désignant par y^^.^yn les ordonnées des points d'intersection de la parallèle 
menée par ce point à l'axe des y avec la courbe C«__a, il est évident que 

C,_,= (y — y,) ... (y — y„) ; 

et comme y = 0,P, y, = N,P ...yn= N^P, la proposition est démontrée. 
L'équation de la courbe C. nous donne donc : 

0,N. . OiN, . OiN, ... O.N, = fcO,N; . O4N; ... 0,N,. 

a • 

Mais dans les triangles 0|NjM,, O^N^Mj, 0|NJM( .... O^N^Mi, on a : 

sin (D<^|) 
sin (Y<f|) 
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et en vertu du théorème de Carnot : 

Oi\ . O4N4 . . 0^\ == h O4M3 . O1M4 ... 0,M., 

le rapport h étant constant^ quelque soit le point 0,, pour une môme direc- 
tion des sécantes 0,N„ et OiM„, c'est-à-dire Y et D. 

Substituant ces valeurs dans l'équation précédente, nous aurons : 

sin (\âi) sin (¥(?,) 



d'où 



Sin (YJl) sm (\ (fi) sin (Y<?,) 

0,M< . O^Mj ... 0,M, __ ^ sin (Yr^,) sin (Yt^t) sin (Drj\) sin (DcT:) 
O.M; . 0,M; ... O^M;, "" h sin (Oâ^) sin (D(ÎJ sin (Y(?;) "" siiï^Y^ 



Et comme pour tous les autres points d'intersection 0^ . . . 0„ de la droite D 
avec la courbe C„ nous aurons des relations analogues, dans lesquelles le 
second membre sera constant, il s'ensuivra : 

OjM; . OjM; ... o^m: ~ o,m; . o,Mi ... o,m; ^ '" ^ o.m; . o.m; ... o.m. ' ^'*''" ' 

On déduira de ce théorème la démonstration de celui de Pascal, comme 
nous l'avons fait dans la première partie. 

Enfin on peut étendre le théorème de Desargues à des figures plus géné- 
rales encore que les précédentes. 

Si nous appelons systètne de lieux conjugués à un lieu du n™* wdre un 
double système de deux lieux, l'un d'ordre n — />, l'autre d'ordre />, tel 
que toutes les intersections des deux lieux du premier système avec les deux 
lieux du second soient sur le lieu d'ordre n, l'équation de ce dernier pourra 
toujours s'écrire, comme on s'en assurera aisément : 

et en appliquant à cette forme d'équation les raisonnements dont nous avons 

9 
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fait usage dans la démonstration précédente, on en conclura le théorème 

suivant : 

Seconde généralisatioiN du théorème de Desargues (*). Lorsqu'un double 
système de deux lieux, l'un d'ordre n — p, Fautre d'ordre p, est conjugua 
à un lieu du n"*« o?*d?'e, une transversale quelconque rencontre la figure 
en 3n points qui sont en involution. 

Cette expression générale du théorème de Desargues renferme, comme 
cas particuliers, toutes celles que nous en avons données jusqu'à présent, et 
elle ne peut manquer d'ôtre d'un grand secours dans l'étude des courbes 
supérieures : le théorème de Desargues, en effet, exprime, si l'on peut ainsi 
dire, la loi de construction d'un lieu par le moyen de lieux d'un ordre infé- 
rieur, et les autres théorèmes fondamentaux de la géométrie supérieure n'en 
sont, pour la plupart, que des corollaires. 

Il est tellement aisé, en suivant la marche indiquée dans le deuxième 
chapitre , d'appliquer aux courbes des classes supérieures les théorèmes cor- 
rélatifs des précédents, que nous croyons pouvoir laisser au lecteur le soin 
d'en formuler les énoncés. 



CHAPITRE m. 



COORDONNEES BIPOLAIRES. 



Nous nous contenterons de montrer par un exemple unique le parti que 
l'on peut tirer de la méthode précédente en faisant usage d'autres coor- 
données. 

Nous choisissons de préférence le système bipolaire parce qu'il n'altère 
pas le degré de l'équation de la courbe. 

Il serait tout aussi aisé d'appliquer notre méthode à un autre système 
quelconque de coordonnées. 

(•) Comp. Poncelety Traité des propriétés projectives, 2~^ éd., t. H, p. 246; 1871. 
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Soient pris comme pôles deux points fixes et P, et comme coordonnées Fig. viif. 
bipolaires d'un point M les cotangentes des angles (pel^ que les rayons vec- 
teurs OM et PM font avec Taxe des pôles. 

Posons OM = r, PM == 7, OP = ;;; et soient x, y les coordonnées du 
point M par rapport à deux axes rectangulaires d'origine 0, OP étant pris 
pour axe des x. 

A Finspection de la figure on voit immédiatement qu'on a : 

X r cos y sin ^ cos -^ roi ^ 



p p sin (f -H ^) col V -+- cet 'P 

y ^ ■ 

P col V -♦- col f 

Au moyen de ces formules de transformation, on s'assure aisément que 
l'équation d'une courbe en coordonnées rectilignes ne change pas de degré, 
lorsqu'on la transforme en coordonnées bipolaires. 

Nous allons en déduire l'équation générale de la droite dans ce nouveau 
système. 

Faisons pour abréger cot y = /3; cot ^f == y, de sorte que /3 et y seront les 
coordonnées courantes d'un point. 

Si nous déterminons une droite au moyen des segments Xq et y^ qu'elle 
intercepte sur les deux axes, son équation sera : 

- -H ^ = i ; 

ou bien, en remplaçant 

X par et y par 



xo yo 
et enfin , si nous posons : 

^0 yo 

l'équation de la droite, en coordonnées bipolaires, deviendra 
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Il est à remarquer que si k est constant, toutes les droites représentées 
par cette équation passeront par un même point situé sur Taxe des pôles ; 
que si, au contraire, /Test, elles passeront par un point situé sur une perpen- 
diculaire élevée en à cet axe. En outre, on trouve facilement que si A repré- 
sente la distance de l'origine à la droite, la distance d'un point quelconque 
à cette même droite sera donnée par 

Enfln, si l'on voulait passer de coordonnées obliques à des coordonnées 
bipolaires, en désignant par a la cotangente de l'angle que l'axe des y mené 
en fait avec l'axe des a?, qui est toujours l'axe des pôles OP, et faisant 
fl' = |/1 + a*, on trouverait : 



X B — ri t/ a' 

^ et - = 



de sorte que l'équation 



deviendrait : 



/) (p — a) pa' 



et si l'on pose : 



Xo yo 



= p-*-r; 



Xo \yo V 



l'équation de la droite prendra de nouveau la forme : 

ici, comme plus haut, si k est constant, toutes les droites représentées par 
cette équation passeront par un même point de l'axe des pôles. 

Indiquons par quelques exemples l'application de la méthode générale de 
la génération des lignes à ce nouveau système de coordonnées. 

Considérons les deux équations 

^^ {y^k'p^n 

dans laquelle A: et A:' sont supposés constants, fetf variables. 
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Si^ entre ces variables, il existe une relation de la forme 

■ 

m et n étant deux nombres entiers, positifs, et premiers entre eux, on pourra 
éliminer ces variables entre les équations des deux droites, et Ton obtiendra 
pour lieu de leurs intersections : 

(r -*- kpy (r -^ k'pY = c'«. 

Cette génération du lieu nous conduit donc au théorème suivant, si nous 
nous rappelons la signification des paramètres dans le cas où les axes pri- 
mitifs sont rectangulaires : 

Théorème L Étant donnés deux axes rectangulaires, et deux points fixes 
autres que l'origine sur l'un de ces axes, si de ces deux points on mène respec- 
tivement deux faisceaux de droites telles que le produit des puissances m"® et 

* 

n™* des segments quelles interceptent sur le second axe soit constant, le lieu 
des intersections de ces droites deux à deux sera généralement une courbe de 
l'ordre m + n, qui passera par les pôles, les nombres met n étant supposés 
entiers, positifs et premiers entre eux. 

On obtient une conique, si m == n = 1 ; 

» une courbe du troisième ordre y si di = 2 , n =^ i ; 

> » du quatrième ordre, si m = 5, n = 1, etc. 

Si, au lieu de se donner entre f et /' la relation 
on supposait donnée la relation 

r = r c*% 

m et n étant encore entiers, positifs et premiers entre eux, l'élimination de /* 
et p entre les équations des deux droites conduirait à 

ce qui permet d'énoncer le théorème : 

Théorème II. Etant donnés deux axes rectangulaires, et deux points fixes 
autres que t origine sur Vun de ces axes, si de ces deux points on mène res- 
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pectivement deux faisceaux de droites telles que le rapport des puissances 
ujine ^i j^me ^^g scgmeuts quclles interceptent sur le second axe soit constant, 
le lieu des intet^ sections de ces droites deux à deux sera généralement une 
courbe de l'ordre m, les membres m et n étant supposés entiers, positifs et 
premiers entre eux, et m > n. 

On obtient une droite, si m == n = i ; 

» une conique, si w = 2, m = 1 ; 

» une courbe du troisième ordre, si m<= 5, « = I ou 2; 

» » du quatriëine ordre, si m = 4, n = \ ou 5, etc. 

Enfin, Ton pourrait se donner entre / et /*' une relation 

Ui étant un facteur constant, wi, et m, des nombres entiers et positifs, et le 
signe sommatoire s'étendant à un nombre quelconque de termes de même 
forme, dans lesquels les indices 1 sont successivement changés en 2,3, etc. 
Dans ce cas le lieu des intersections des droites (3) sera évidemment de 
la forme 

sa» {r-*- ke)"'i (y -4- k'p)"i = c^ 

et sera du degré marqué par la plus grande des sommes //«i+w,, wIj+Mj, etc. 

Nous obtenons ainsi un théorème très-général dont Ténoncé, analogue du 
reste aux deux précédents, est implicitement renfermé dans la dernière 
équation. 

On pourrait appliquer cette méthode en faisant usage de la transforma- 
tion des coordonnées obliques en coordonnées bipolaires; mais les théorèmes 
auxquels on arriverait ainsi seraient fort laborieux à énoncer, et ne différe- 
raient pas, au fond, des précédents. 

Un autre mode de génération des courbes, au moyen des intersections de 
deux faisceaux de droites, peut se déduire également bien des formules de 
transformation des coordonnées, soit obliques, soit rectangulaires, en coor- 
données bipolaires. 

Toutefois, les coordonnées bipolaires ne présentant aucun avantage sur 
les coordonnées rectilignes pour ce mode de génération, nous l'indiquerons 
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brièvement au moyen de ces dernières. Nous ne Pavons pas donné au cha- 
pitre qui traite de ces coordonnées parce que notre intention était de faire 
découler d'un principe unique les propriétés fondamentales des courbes de 
tous les ordres. Quant à ces modes de génération accessoires, leur place se 
trouve plus naturellement ici; au reste, c'est la simplicité seule des formules 
qui nous fait préférer les coordonnées rectilignes : on pourrait employer abso- 
ment de la même manière les coordonnées bipolaires. 

Considérons deux faisceaux de droites, les premières partant d'un point yi 
sur l'axe des y, les secondes d'un point a?i' sur l'axe de x. 

Les équations de ces droites pourront se mettre sous la forme : 

yi a-; 

•■ tf 

Si nous considérons x^q et yj' comme des variables, reliées entre elles par 
une certaine équation, l'élimination de ces variables entre cette équation 
et les deux précédentes nous donnera l'équation du lieu des intersections 
des deux faisceaux. 

Parmi les relations au moyen desquelles l'élimination est la plus simple, 
ligure en première ligne l'une des deux suivantes 



J^o yo = c" et JCo == c . j/o > 



m et n étant toujours supposés entiers , positifs et premiers entre eux. 
Si la première relation est donnée, on aura pour équation du lieu : 



('-r('-ir-'-*-- 



Si c'est, au contraire, la seconde, l'équation du lieu sera : 



c,.(i_l)-=x-(i_0 



Dans les deux cas, on peut donc énoncer ce théorème : 

Théorème III. Étant donnés deux points sur deux axes fixes, si l'on mène 
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par ces deux points respectivement deux faisceaux de droites qui inter- 
ceptent, sur l'axe qui ne passe pas par te point de concours, des segments 
dont les puissances respectives m™® et n"® forment un produit ou un rapport 
constant, le lieu de leurs intersections sera jgénéraleifnent une courbe de 
l'ordre m + n. 

Ce théorème n'est qu'une extension d'un mode connu de génération des 
coniques. 

Nous n'insisterons pas davantage sur toutes les manières possibles d'en- 
gendrer des courbes au moyen des intersections de faisceaux de droites; les 
quelques exemples que nous en avons donnés montrent le rôle essentiel que 
jouent, dans la plupart de ces générations, et Vanalogie, sur laquelle nous 
avons cru superflu de revenir encore dans l'énoncé des théorèmes, et la mé- 
thode des coefficients indéterminés, ou des paramètres variables, pour nous 
servir d'une expression dont le sens est moins amphibologique. Ces exemples 
permettront à un lecteur un peu exercé d'appliquer immédiatement ces deux 
procédés, dont la réunion constitue surtout notre méthode, aune multitude 
d'autres cas. 

A mesure que nous avançons et que nous pénétrons davantage l'esprit do 
la méthode, nous voyons que la série des théorèmes auxquels elle peut con- 
duire semble inépuisable; c'est une raison pour nous de nous borner aux 
plus importants; nous terminerons donc ces applications par l'extension du 
théorème de Newton , et nous indiquerons ensuite quelle est la voie qui nous 
semble devoir conduire à l'édification complète d'une géométrie des courbes 
planes au moyen des seuls principes fort simples dont nous avons fait usage 
jusqu'à présent. 

Considérons deux rayons vecteurs bipolaires faisant avec l'axe des pôles 
fig.ix. les angles yi et ^p, dont nous désignerons les cotangentes par /Sj et y,; et deux 
autres rayons vecteurs faisant respectivement avec les deux premiers dos 
angles constants A et B, additifs ou soustractifs, dont les cotangentes seront 
désignées par p et q, et faisant avec l'axe des pôles des angles y et (p de 
cotangentes /3 et y; de sorte que 

9», = y -4- A, ^t==* H-B; 
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d'où . Pp-^ ^ y?-^ 

Pi = — ' ri = 

De ces formules résulte immédiatement que , s'il existe entre jS, et y, une 
relation du n"** degré, entre /S et y il en existera une qui sera généralement, 
mais au plus, du degré 2n, et qui pourra se réduire à un degré moindre dans 
des cas particuliers; d'où le théorème suivant, qui est l'extension de celui de 
Newton : 

^ Théorème IV. — Extension du théorème de Newton. Si deux angles de 
grandeur constante tournent autour de leurs sommets de manière que f inter- 
section de deux de leurs côtés parcoure une courbe du n"« ordre ^ les trois 
autres points d'intersection des quatre côtés parcourront, chacun, une courbe 
qui sera généralement, mais au plu^, de l'ordre 2n. 

Cas particulier. Si nous nous arrêtons un instant au théorème propre de 
Newton, qui est relatif au cas où l'intersection des deux côtés parcourt une 
droite 

nous verrons aisément que le terme en /3y de l'équation de la conique a pour 
facteur q — kp — /*, de sorte que si ce terme est nul, c'est-à-dire si les 
angles A et B sont tels que les rayons vecteurs d'un point du lieu cherché se 
coupent sur la droite donnée, ce lieu se réduira à une droite, comme l'a fait 
remarquer Newton. 

Nouveaux cas particuliers. Mais l'analyse signale d'autres cas particu- 
liers où le lieu se réduira à une droite et à l'axe des pôles ; ce sera quand le 
terme constant de son équation, qui est kp + q, ainsi que le facteur dç /3, 
qui est fq -=— kpq + 1 , ou celui de y, qui est /)? + A: — pq, viendront à dis- 
paraître ensemble. 

Cet exemple fort simple montre combien l'analyse pénètre plus aisément 
qu6 les autres méthodes jusqu'au cœur de la question; les cas particuliers 
suivants nous en donneront encore d'autres exemples. 

Supposons que la relation donnée entre |3^ et yi soit 

10 
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ce qui est l'équation d'une conique passant par les pôles ; entre /3 et y nous 

aurons : 

pp — n l yq—i \ 

P -^ p J \ y -^^ q I 



•+■ etc. = C ; 



d'où l'énoncé suivant, donné par Chasies (*), Steiner (**) et Brasseur (***) : 
Théorème V. 5/ deux angles de grandeur constante tournent autour de 
leurs sommets de manière que le point d'intersection de deux de leurs côtés 
parcoure une section conique passant par leurs.som^nets^ les trois autres 
points d'intersection des côtés de ces angles décriront chacun en particulier, 
une section conique passant aussi par les deux sommets. 

Notre démonstration semble au premier abord n'être relative qu'au point 
d'intersection des seconds côtés des deux angles; on l'étend aisément aux 
deux autres points en faisant A ou B égal à zéro, d'où/? ou 9 = qo , 

Cas particuliers. Ici encore l'analyse signale un cas particulier remar- 
quable, celui dans lequel la constante C est égale à pq ; alors le lieu des inter- 
septions des seconds côtés des angles est une droite. Le lieu des deux autres 
points d'intersection sera aussi une droite, pour le premier de ces points dé- 
terminé par 

A = , si G = qr ; 

pour le second déterminé par 

B = 0, si C=p. 

Ces cas particuliers constituent la réciproque du théorème de Newton. 
Supposons maintenant que les angles ^^ et ipi forment une somme ou une 
différence constante; nous pourrons donc poser 

cot [f zb •/<) = c 
OU 

Py=f:i=C(pd=r), 

ce qui est l'équation d'une conique. Donc : 

Théorème VI. Si deux angles de graMeur constante tourfient autour de 

C) Aperçu historique, p. 337. 

(**) Systematische Entwickelung geoinetrischer Gestalten, p. 299, art. 16. 
(***) Sur une nouvelle méthode d'application de la géométrie descriptive à la recherche des 
propriétés de Vétefidue, art. 230; Mémoires de l'Agadéhib royale de Belgique, t. XXIX. 
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leurs sommets de manière que deux de leurs côtés fassent avec la droite qui 
unit leurs sommets des angles dont la somme ou la différence est constante, 
les trois autres points d'intersection des côtés de ces angles décriront, chacun 
en particulier, une section conique. 

La démonstration qui précède n'est relative qu'au point d'intersection des 
seconds côtés des deux angles; on l'étendra aux deux autres points, comme 
on l'a fait dans le théorème V, en partant de 

et en substituant à /3< et y^ leurs valeurs 

Ôp — i yn — \ 

6, = col(? -4- A) = ^-^- ; n = col ('^ -f- B) == —i > 

et faisant enfin /> ou gr = oo . 

Ce théorème a été donné sous une autre forme par M. Chasles (*) pour le 
premier cas, celui d'une somme constante; pour le cas d'une somme ou 
d'une différence constante par Steiner (**); l'analyse étend intuitivement le 
théorème, dans toute sa généralité, aux deux cas; elle signale aussi immé- 
diatement les cas particuliers qui peuvent se présenter, et qui sont trop 
simples pour que nous nous y arrêtions. Enfin elle permet de donner à tout 
théorème une forme tellement générale qu'aucune autre méthode, nous 
semble-t-il, ne pourrait y atteindre. 

Ainsi le théorème Y est susceptible de la généralisation suivante : 

Théorème VII. — Extension du théorème V. Si deux angles de gran- 
deur constante tournent autour de leurs sommets de manière que le point 
^intersection de deux de leurs côtés parcoure une courbe du n™« ordre pas- 
sant par leurs sommets , les trois autres points d'intersection des côtés de 
ces angles décriront, chacun en particulier, une courbe du même ordre 
passant aussi par les deux sommets. 

En effet, en prenant pour pôles les deux sommets fixes, nous aurons pour 

(') Traité des sections coniques, art. 91. 
(") Lien cité, p. 300, art. 18. 
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une courbe du v!*^ ordre passant par les pôles, une équation que nous pour- 
rons mettre sous la forme : 

où le signe sommatoire s'étend à un nombre quelconque de termes de même 
forme dans lesquels la somme des exposants ne dépasse pas n ; et il est clair 
qu'en remplaçant 

S| par » Yi par — • > 

m 

la nouvelle équation sera au plus du n*"* degré. 

Le théorème (VI) peut de même se généraliser de la manière suivante : 
Théorème VIII. — Extension du théorème VI. Si deux angles de gran- 
deur constante tournent autour de leurs sommets de manière que deux de 
leurs côtés fassent avec la droite qui unit leurs sommets des angles y, et (p, 
dont les multiples niyi et n^pj forment une somme algébrique constante^ les 
trois autres points d'intersection de ces angles décriront ^ chacun en par- 
ticulier, une courbe qui sera généralement, Tnais au plus, du (m + n)™ 
ordre, m et n étant entiers, positifs et premiers entre eux. 
En effet, puisqu'on a par hypothèse 

> 

l'on en tirera 

a cot n-'pzç i 

col m© = > 

a =b cot nf 

pour l'équation du lieu cherché, a désignant la cotangente de l'angle 
C = C — mA =F wB. Or si l'on développe cot m<f et cot w^ suivant les puis- 
sances de cot y et cot<|/, il est clair que l'équation sera du degré m + n, 
c. q. f. d. 

Cas particulier. On voit aisément qu'elle s'abaissera au m''** degré (m étant 
supposé plus grand que n) si a = oo c'est-à-dire si 

OU si la sonmie algébrique des multiples de fi et (pi est égale à celle des 
mêmes multiples des angles constants A et B. 
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Nous proposerons encore au lecteur de démontrer et d'étendre le théorème 
suivant qui est une autre forme plus générale du théorème de Newton. 

Théorème IX, Si deux angles ctun triangle tournent autour de leurs som- 
mets de manière que deux de leurs côtés se coupent sur une droite passant 
par le troisième sommet, les droites qui unissent deux à deux les points d' in- 
tersection des côtés de ces angles avec les côtés opposés du triangle se cou- 
peront sur une conique. 

Ainsi soient un triangle ABC et les deux angles m^km^ = A ; m^m^ ^=^ B Fig. x. 
tournant autour de A et B de manière que km^ et Bn« se coupent sur la droite 
fixe C/?; si Ton unit les points m^, n^ et m^y n^y ou m^y n, et m^y n^y par des 
droites, les points d^intersection des deux premières et des deux secondes 
décriront chacun une conique. 

Enfin, si Ton veut étendre le théorème général déduit par M. Chasles (*) 
de sa propriété anharmonique des points d'une conique, le système des coor- 
données bipolaires conduira aisément à Fénoncé suivant : 

Théorème X. Etant donnés dans un plan deux transversales et deux 
points fixes quelconques sur chacune d'elles; si autour de deux pôles fixes 
on fait tourner deux droites qui déterminent sur les deux transversales res- 
pectivement deux segments s, eM, , Sj et t^ tels que 



(i)"-(f- 



l et II étant deux constantes y m et n deux nombres entiers et positifs; le 
point de concours des deux droites mobiles engendrera une courbe de l'ordre 
(m + d) 9^i passera par les deux pôles. 

Nous n'avons pas fait usage, dans ce système de coordonnées, de la 
méthode générale que nous avons employée dans celui des coordonnées 
rectilignes^ parce qu'elle ne nous aurait pas conduit à des théorèmes essen- 
tiellement différents de ceux que nous avons démontrés. La forme seule de 
l'expression analytique eût changé, et surtout celle de l'involution de 3/i 
points, qui apparaîtrait, dans ce nouveau système de coordonnées, comme 
une relation angulaire, au lieu d'être une relation de segments. Peut-être cette 

(*) Aperçu historique y p. 539. 
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autre manière de rexprimer conduirait-elle à d'autres conséquences; mais 
en nous livrant à cette recherche, nous nous écarterions du but de ce travail 
qui est, non pas la recherche de propriétés nouvelles, mais Tédification d'une 
méthode destinée à faire découvrir ces propriétés. 

La même raison nous engage à supprimer complètement les énoncés et 
les démonstrations des théorèmes corrélatifs de ceux auxquels nous a con- 
duit remploi des coordonnées bipolaires. On a vu, au chapitre des coor- 
données tangentielles, la méthode générale qui permet de passer d'un lieu 
géométrique du w*"* ordre, défini par un système de points, à un lieu de la 
??'"' classe , défini par un système de tangentes. 

Cette méthode appliquée au système de coordonnées bipolaires conduirait 
immédiatement aux théorèmes corrélatifs des précédents. 

Avant de terminer l'application de notre méthode à l'étude des courbes 
planes, nous en indiquerons encore une fois les caractères généraux, qui 
pourront être saisis plus aisément après lès divers exemples que nous en 
avons donnés. 

Une ligne courbe peut être considérée, soit comme le lieu géométrique 
d'un système de points, soit comme l'enveloppe d'un système de tangentes. 

Occupons-nous d'abord de la première génération. 

Pour qu'un point engendre une ligne, il faut qu'il varie de position sui- 
vant une loi déterminée, et par suite que les éléments qui déterminent la 
position de ce point soient variables, et qu'il existe entre eux une relation 
tellie qu'en donnant à l'un d'entre eux une valeur arbitraire, les autres soient 
complètement déterminés. 

De ce principe résulte la classification des différents modes de génération 
d'une courbe au moyen d'un point mobile. Ce point peut en effet : 

4° Être déterminé de position par différents éléments; 

2** Varier de position en vertu de différentes lois ou relations entre ces 
éléments. 

La combinaison de tous ces modes constitutifs de génération entre eux 
conduirait évidemment à toutes les courbes possibles; et Pétude de chaque 
système de courbes sera le plus simple quand on aura trouvé l'expression 
la plus simple des deux modes constitutifs de sa génération. 
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Il est clair que chacun des modes de détermination d'un point pourrait 
se réduire à l'un quelconque d'entre eux; mais si l'on faisait cette réduction, 
la loi simple qui existait entre les éléments du premier mode affecterait une 
forme généralement plus compliquée, parce qu'on devrait l'exprimer au moyen 
des éléments du dernier; c'est ainsi que la loi simple qui relie les coordon- 
nées polaires d'un point d'une spirale deviendrait fort compliquée si l'on 
exprimait ces coordonnées en fonction de coordonnées rectilignes par exemple. 
C'est pour cette raison que/ loin de vouloir réduire à un seul les modes de 
détermination du point, l'on doit, au contraire, étudier la génération des 
courbes dans chacun de ces modes; et si la géométrie analytique a paru, à 
quelques esprits distingués, moins riche que la géométrie synthétique, c'est 
qu'ils ont cru, à tort, qu'elle était plus bornée de sa nature dans les modes 
de détermination du point (*). 

Nous devons donc, pour établir dans un système ordonné la génération 
des courbes planes, commencer par rechercher quels sont tous les modes 
possibles de détermination du point dans le plan. 

Or un point n'est déterminé de position que par rapport à d'autres points 

(*) Les lignes qui suivent, extraites du mémoire de Brasseur, tout en conGrraant notrcf opi- 
nion, témoignent de la profondeur de vues de ce géomètre émiuent que nous sommes heureux 
d'avoir eu pour maître, et dont nous signalons avec admiration et reconnaissance les travaux à 
Tattention des amis de la géométrie. 

« Les systèmes de lignes mentionnés dans les théorèmes précédents, font en géométrie syn- 
thétique, le même office que les systèmes de coordonnées rectilignes en géométrie analytique; 
et l'on voit que la géométrie synthétique est heaucoup plus riche en systèmes de coordonnées 
que ne l'est la géométrie analytique. 

» En outre, la géométrie synthétique sait tirer un plus grand parti d'un même système de 
lignes considérées comme ordonnées. C'est ainsi qu'en n'ayant recours qu'à des systèmes de 
lignes droites, pour définir par des relations descriptives les courbes du second degré, on pourra 
le faire : i<* par Tinterseetion de deux systèmes de 'droites respectivement parallèles à deux 
droites fixes; 2° par Tintersection de deux systèmes de droites qui concourent respectivement 
en deux points fixes; 5^ par l'intersection d'un système de droites parallèles avec un système 
de droites qui ccfncourent en un même point ; 4° par un seul système de droites tangentes à 
une même courbe du second degré. Â cela nous ajouterons que parmi les divers systèmes de 
lignes qui, par leurs intersections, produisent un même lieu géométrique, on pourra remarquer 
que plus le degré de ces lignes (ordonnées) est élevé, et plu» est simple Ténoncé des conditions 
auxquelles doivent satisfaire ces deux systèmes de lignes pour produire ce lieu géométrique. » 
firasseur, I. cit., art. 38. 
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supposés fixes. Mais cette détermination nécessite Tintroduction d'un élément 
autre que le point : c'est la distance^ qui^ avec Tidée de la droite^ donne en 
même temps celle de la direction. 

Le point et la droite^ tels sont donc les deux éléments primitifs de la géné- 
ration des courbes planes. 

La position du point pourra se déterminer, au moyen de conventions 
auxiliaires^ par ses distances, soit à deux points, s(tit à deux droites fixes, soit 
à un point et à une droite fixés; et en ^se donnant, entre ces deux distances, 
certaines relations, on déterminera déjà un nombre illimité de lignes planes. 

Ces lignes, prises deux à deux, formeront de nouveaux systèmes au moyen 
desquels on pourra déterminer la position d'un point; ainsi, pour ne prendre 
que quelques exemples, on pourra déterminer un point; 

l'' Par une droite sur laquelle il est situé, et par sa distance à un point 
de cette droite; et cette droite elle-même, ainsi que Forigine des distances, 
pourront être déterminées de différentes manières; 

2° Par la distance de ce point à un autre point donné, et par l'angle que 
la direction de cette distance fait avec une direction donnée, le point et la 
direction donnés pouvant être déterminés de différentes manières. 

3° Par l'intersection de deux droites données, ces deux droites pouvant 
être également déterminées de différentes nianières; 

4** Par l'intersection de deux quelconques des lieux déterminés précé- 
demment. 

En faisant varier suivant une loi déterminée les deux éléments qui fixent 
la position d'un point, on obtiendra de nouveaux lieux géométriques; et il va 
de soi que l'on pourrait procéder indéfiniment de cette manière. 

La loi qui relie entre eux les deux éléments de la détermination du point 
est la définition même du lieu géométrique engendré par ce point, et 
l'expression analytique de cette loi est l'équation du lieu. Les propriétés de 
celui-ci résulteront de l'étude de son équation au moyen des propriétés pré- 
cédemment connues des éléments de détermination du point. 

Ces propriétés sont de deux natures, les unes descriptives, les autres 
métriques. 

Les premières peuvent toujours se déduire de l'équation même, quels que 
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soient les éléments de détermination qu'on emploie; quant aux secondes^ il 
importe, pour qu'on puisse les découvrir aisément, que l'expression analy- 
tique de ces éléments renferme déjà en elle-même une relation métrique. 
C'est ainsi que, dans le système des coordonnées rectilignes, où les deux 
éléments sont des droites, on arrive aisément aux théorèmes de Pappus et 
de Desargues, à cause des relations métriques qu'il est aisé de découvrir dans 
l'équation même de la droite. 

Si l'on réalisait ce programme, on voit que l'on arriverait à une classifi- 
cation systématique de toutes les courbes engendrées par le mouvement d'un 
point; mais ce programme est nécessairement illimité, et la géométrie supé- 
rieure ne peut donc pas avoir pour objet de le réaliser, mais d'indiquer les 
méthodes au moyen desquelles on peut arriver aux propriétés de quelque 
courbe donnée que ce soit. 

C'est aussi là l'objet que nous avons eu en vue en traitant les. exemples 
qui précèdent, et la méthode à suivre dans l'étude de la courbe donnée 
géométriquement peut se résumer dans cette règle : 

On commence par chercher, dans la définition même de la courbe, quels 
sont les éléments qui déterminent de la manière la plus simple la position 
d'un de ses points , et qui ont en même temps entre eux la relation la plus 
simple en vertu de la définition donnée; on recherchera quelles sont les 
relations métriques qui sont implicitement contenues dans l'expression ana- 
lytique de ces éléments; et l'étude de l'équation de la courbe au moyen des 
équations de ces éléments et des propriétés descriptives et métriques de 
ceux-ci, conduira aux propriétés descriptives et métriques de la courbe. 

Il nous resterait à développer également la génération d'une courbe con- 
sidérée comme l'enveloppe d'une droite mobile; mais, comme nous l'avons 
déjà fait observer, et comme il ressort du reste à l'évidence du principe de 
dualité, à chaque système d'éléments qui déterminent la position d'un point, 
correspond un système d'éléments tangentiels; et par suite à toute propriété, 
soit descriptive, soit métrique, d'une courbe engendrée par le mouvement 
d'un point, répond une propriété corrélative d'une courbe engendrée par le 
mouvement d'une droite. 

'^ 11 



Nous avons, dans le livre qui précède, étendu, au moyen d'une analyse 
fort sirpple, les théorèmes fondamentaux de la haute géométrie aux courbes 
supérieures planes, pour lesquelles la plupart de ces théorèmes n'avaient pas 
encore été découverts, malgré la profondeur et la pénétration des géomètres 
qui, depuis le commencement de ce siècle, ont fait faire à la science plus de 
progrès qu'elle n'en avait réalisés depuis la grande époque de Descartes, 
Pascal, Desargues et Newton. Il nous a paru superflu de revenir sur les 
théorèmes qui, comme celui de Carnot et celui de Cotes, s'appliquent de la 
manière la plus générale à toutes les courbes algébriques planes. 

La méthode que nous avons suivie nous a conduit également à d'autres 
propriétés fort intéressantes et très-générales, que nous publierons prochai- 
nement, mais que nous n'avons pas encore classées de manière à les faire 
rentrer dans le cadre de ce travail. C'est pourquoi nous préférons borner ici 
notre étude des courbes planes. 

Dans le livre suivant, nous étendrons aux surfaces algébriques, pour 
autant que cette extension leur soit applicable, les théorèmes de Pappus et 
de Desargues, ainsi que leurs corrélatifs, les théorèmes de Pascal et de Brian- 
chon, et enfin le théorème de Newton. 



LIVRE II. 



GEOMETRIE SUPÉRIEURE DANS LESPACE. 



La méthode que nous venons de développer dans l^étude des courbes 
planes peut être appliquée sans difficulté à Fétude des surfaces^ et elle nous 
fera découvrir, pour les surfaces du second degré, tous les théorèmes analo- 
gues à ceux de Pappus et de Desarguès, à leurs corrélatifs, et à ceux de 
Pascal et de Brianchon; nous donnerons en outre quelques corollaires prin- 
cipaux de ces théorèmes. 

Ces mêmes théorèmes pourront s'éteudre, comme nous le verrons, d'abord 
aux surfaces du troisième ordre et de la troisième classe, et ensuite, mais 
dans des cas particuliers seulement, aux surfaces d'un ordre et d'une classe 
supérieurs, jusqu'au cinquième inclusivement. 

Deux motifs nous engagent à suivre ici la voie inverse de celle que nous 
avons adoptée dans l'étude des courbes planes, c'est-à-dire à remonter du 
particulier au général. 

Le premier de ces motifs, c'est que les propriétés^ précédemment énumé- 
rées, des surfaces du second degré , par la théorie desquelles nous commen- 
cerons, ne sont pas connues, et demandent, pour cette raison, à être traitées 
en détail, tandis que pour les coniques toutes ces propriétés étaient connues, 
à une légère exception près, et qu'il était inutile que nous les développions. 

Le second motif tient à ce que les propriétés des surfaces du second degré 
ne sont pas susceptibles d'être étendues, d'une manière générale, aux sur- 
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faces d'un degré supérieur, tandis que celles des. coniques pouvaient être 
regardées comme des cas particuliers de propriétés appartenant d'une 
manière générale à toutes les courbes qui ne dépassent pas le cinquième 
ordre ou la cinquième classe. 

Nous représenterons par Sn = Téquation complète d'une surface du iC^ 
ordre, et par P„ = Téquation d'un plan 

A.X -♦- B,t/ -♦- C,z — E, = 0, 



les coefficients Â„, etc., étant généralement de la forme a„ + a^ |/— 1, etc. 

Nous appellerons polyèdre de n faces imcrit à une surface du n"*' wdre un 
polyèdre dont chaque face passe par n génératrices rectillgnes (réelles ou 
imaginaires) de la surface; et système de deux polyèdres conjugués de n, 
n + 4, n + 2.... faces ^ inserits à une surface du n"^ ardre ^ deux polyèdres 
de w, n + 1, n + 2 .... faces, tels que chaque face de l'un passe par n généra- 
trices (réelles ou imaginaires) appartenant à n faces distinctes de l'autre 
polyèdre. 

Ainsi un dièdre inscrit à une surface du second degré est un dièdre dont 
chaque face passe par deux génératrices rectilignes (réelles ou imaginaires) 

de la surface; et un système de deux dièdres, trièdres, conjugués inscrits 

à une surface du second degré, est un système de deux dièdres, trièdres, . . . 
tels que chaque face de l'un passe par deux génératrices appartenant à deux 
faces distinctes de l'autre. 

Les faces opposées, dans deux polyèdres conjugués de n onn -\- \ faces 
inscrits à une surface du n"** ordre, seront celles qui ne passeront point par 
une même génératrice. 

Il résulte de la définition du polyèdre inscrit que son intersection avec la 
surface formé un polygone gauche dont les côtés sont des génératrices recti- 
lignes (réelles ou imaginaires), et que nous appelons polygone inscrit à la 

■ 

surface. 

Nous insistons déjà ici même sur la puissance de cette considération des 
plans et des droites imaginaires, puissance qui se manifeste bien plus encore 
dans la théorie des surfaces que dans celle des courbes. 

Afin de ne pas avoir à revenir sur ce point dans l'énoncé de chaque théo- 
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rème^ nous conviendrons dès à présent que chaque fois qu'il sera question 
d'un points d'une droite^ ou d'un plan^ nous sous-entendrons qu'ils peuvent 
être réels ou imaginaires; et les quelques considérations générales qui suivent 
ne seront peut-être pas sans utilité dans l'application des théorèmes. 
Tout plan imaginaire renferme une droite réelle; car l'équation 



p^QV/— 1 =0, 

où P et Q sont deux fonctions linéaires et réelles de a?, y, z est satisfaite par 
les équations simultanées P = 0, Q = 0, qui représentent une droite réelle. 

Une droite imaginaire peut provenir, soit de l'intersection de deux plans 
imaginaires, soit de celle d'un plan réel par un plan imaginaire. 

Dans le premier cas, elle n'a généralement aucun point réel, dans le 
second elle en a toujours un. 

Car soit la droite déterminée par l'intersection des deux plans 



P + Ql^—i=o et p -♦- Q' l/— 1 = 0, 
cette droite n'aura de point réel que si les quatre équations 

p = 0, Q = 0, P' = 0, Q'=0 

peuvent être satisfaites par un même système de valeurs de x^y, z; dans 

ce cas il est clair que les équations des deux plans peuvent se ramener à la 

forme 

P^QV/zrT=o et P'=0, 

Deux plans imaginaires conjugués ont une intersection réelle. Car ces deux 
plans, ayant des équations de la forme 



p^QV/ITi^o et p — Ql/— 1 

se coupent évidemment suivant la droite réelle 



P = o. Q = o. 
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Il en est évidemment de même de deux plans dont les équations sont de 
la forme 

P-4-Ql/^^ = et a.P-t-6.QV/^^^«=0. 

De là résulte que les deux droites imaginaires, provenant de l'intersec- 
tion de deux plans imaginaires conjugués ou des deux plans précédents par 
un plan réel, se coupent en un point réel ; ou bien encore que le plan qui 
passe par deux droites imaginaires qui se coupent en un point réel est un 
plan réel. Au contraire, les deux droites imaginaires, provenant de Tintersec- 
tion de deux plans réels par un plan imaginaire, se coupent en un point 
imaginaire. 



SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 



CHAPITRE I. 

COORDONNÉES RECTILIGNES PONCTUELLES. 



Lemme fondamental. Toute surface du second degré peut se représenter 

par une équation de la forme 

PoP«==*PiP5, (I) 

k et les paramètres de Po étant donnés, ceux de Pi, Pj, P3 étant à déterminer. 

En effet, Téquation complète du second degré renferme neuf paramètres; 
on a donc neuf équations pour déterminer les neuf paramètres inconnus. 

La constante k pouvant recevoir une infinité de valeurs arbitraires, on 
voit qu'à tout plan donné Po correspondent une infinité de systèmes de plans 
Pâ; Po P5 te's que Téquation de la surface puisse se mettre sous la forme (1). 

Cette équation est satisfaite par les valeurs tirées de Téquation Po=0 ou 

P, = combinée avec l'une des équations P^ = ou P3 = ; il en résulte 

que les quatre droites, intersections des deux plans Po et P,; P, et P3; P^el 

Fig.xi. Pjj Pj et Pj, que nous désignerons respectivement par d^^d^^d^yd^y sont 
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des génératrices de la surface; de plus que les droites d^ et d^y ainsi que d^ 
et rfa, situées, les deux premières dans le plan Po, les deux secondes dans le 
plan P,, se coupent nécessairement en un point de la surface; enGn qu'il en 
est de même des droites e^o ^^ d, situées dans le plan P^ , d^ et (/, situées 
dans le plan P,. 

Nous avons donc affaire à un système de deux dièdres conjugués inscrits 
ou à un quadrilatère gauche inscrit à une surface du second degré, et formé 
de deux couples de génératrices appartenant à chacun de ses deux modes de 
génération; appelons 0, 1, 2, 3, les sommets de ce quadrilatère, respective- 
ment opposés aux faces Pq, Po P«, P»; et Ôq, ^,, (J^, d^ les distances d'un 
point quelconque de la surface à ces quatre plans ; en nous rappelant que la 
distance d'un point à un plan Po = est proportionnelle à Pq, nous pour- 
rons conclure de l'équation (1) : 

L Théorème analogue a celui de Pappus. Dans un système de deux 
dièdres conjugués inscrits à une surface du second degré ^ les produits dés 
distances d'un point quelconque de la surface aux deux couples de farces 
opposées de ces dièdres spnt analogiques; ou bien : 

Quand un quadrilatère gauche est inscrit à une surface du second degrés 
les produits des distances d'un point quelconque de la surface aux deux 
couples de faces opposées du quadrilatère sont analogiques 

Il est à remarquer que chaque face, passant par deux génératrices, con- 
stitue un plan tangent à la surface au point d'intersection de ces génératrices. 

Ce théorème peut naturellement donner lieu à des corollaires nombreux 
relatifs aux polygones inscrits d'un nombre de côtés plus considérable. 

Considérons, par exemple, un système de deux trièdres conjugués inscrits ^^^' xii. 
ou un hexagone gauche inscrit de côtés do y d^y d^yd^y d^y d^-y et de sommets 
0, 1, 2, 3, 4, 5, et 0', 1', 2'; cet hexagone détermine en chacun de ses som- 
mets un plan tangent; nous appellerons les plans tangents aux points 0, 2, 4 
faces paires, les plans tangents aux points 1, 2, 3 faces impaires; enfin les 
plans tangents aux points 0', 1', 2' faces diagonales; et nous désignerons 
les distances d'un point /]uelconque de la surface à ces neuf plans , pris dans 
Tordre précédent, par 

^t^it^i\ <^l»^3><^»J ^0><^l><^«' 
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Décomposons Fhexagone en deux quadrilatères 

d^jiidid^ et dodid^i, de sommets i,4,0', 1' et 0212'; 
puis en dAdid^ et d^^d^^, de sommets 2,4, 5, 1' et 0, 5, 0', 2'; 

et enfin en did^d^dz et d^d^d^li, de sommets 0,4, o, 0' et 2, 5, i',2'; 

et appliquons à ces quadrilatères le théorème de Pappus^ nous aurons 
En multipliant ces analogies deux à deux^ nous aurons : 

« 

en multipliant les trois secondes entre elles : 
et de là nous conclurons : 

^0 ^f ^i -r ^i ^5 ^6 -r- ^0 ^l ^i ; 

ce qui peut s'énoncer ; 

Corollaire. Dans un système de deux trièdres conjugués inscints à une 
surface du second degré, les produits des distances d'un point quelconque 
de la surface aux farces paires, aux faces impaires et aux faces diagonales 
sont analogiques; ou bien : 

Dans un hexagone formé de six génératrices appartenant trois à trois 
aux deux modes de génération d'une surface du second degré y les produits 
des distances d'un point quelconque de la surface aux faces paires, aux 
faces impaires et aux faces diagonales de cet hexagone sont analogiques. 

Il serait facile d'étendre cette propriété à un polygone inscrit d'un nombre 
pair quelconque de côtés ^ appartenant par moitié à chacun des deux modes 
de génération; c'est ainsi, par exemple, que pour l'octogone on aurait 

Il est inutile que nous nous étendions sur la démonstration qui est iden- 
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tique à celle que nous avons donnée d'une propriété analogue dans un travail 
antérieur sur les coniques (*). 

On passerait d'un polygone d'un nombre pair^ à uo polygone d'un nombre 
impair de côtés ^ en faisant coïncider deux génératrices d'un même mode 
appartenant au premier de ces polygones. 

Nous ne nous arrêterons pas davantage au théorème de Pappus^ et nous 
allons montrer que la même forme générale de l'équation des surfaces du 
second degré, qui nous y a conduit, nous donne immédiatement le théorème 
de Desargues. 

Cette forme est : p p _ ld p h \ 

Supposons que l'équation de chacun des plans P soit de la forme 

P = « -4- ax -4- 6y — c 5=i 0. 

Si par un point x,y, z deh surface nous menons un plan parallèle à P, 
et que nous appelions y le segment que ce plan intercepte sur l'axe des Zy 
son équation sera 

z-+-ax-4-6y — r = 0; 

de sorte que l'équation du plan P pourra s'écrire : 

r— c = 0; 

et celle de la surface : 

{ro — Co) (?j — Tï) = fc (ri — Cl) (9-3 — fj), 

yo».. étant ce que devient y quand on affecte les paramètres a et b des indi- 
ces 0... 

Ici, comme plus haut, nous avons affaire à uu système de deux dièdres 
conjugués inscrits, ou à un quadrilatère inscrit dont les faces opposées sont 
mtq ei * 2 > " 1 ei * 3. 

Coupons actuellement les quatre faces par une transversale qui les ren- rig. xiii. 
contre en et 0^, 0, et O3, et qui rencontre la surface en M et M'. 

Supposons d'abord que les quatre plans que nous avons menés parallèle- 
ment à ces faces passent par M; la portfon OM de la transversale, qui est 

O Bulletins de r Académie y 2»' série, f. XXVIII, q^ 7. 

12 
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interceptée entre deux plans parallèles^ formera avec un segment MN, paral- 
lèle à Taxe des z^ et intercepté entre ces iliêmes plans, un triangle OMN dont 
le côté MN est égal à y^ — c^^ nous aurons donc 

sin NOM 
sin ONM 

Supposons en second lieu que les quatre plans menés parallèlement aux 
faces du quadrilatère passent par M'; nous aurons de même : 

sin iN'OM' 

y;-ro = OM'- 



sin ON'M' 



Et comme les angles NOM et N'OxM'; ONM et ON'M' ont leurs côtés paral- 
lèles, ces deux égalités divisées membre à membre donneront : 



De même nous obtiendrons : 



ro — 
ri— 




OM 
OM' 


ri — 


l£*. 


OiM 


n 


Cl 


O.M ' 


r» — 


Ci 


0,M 
0,M' ' 


n- 


■Cz 


0,M 



et 

ri—ci _ OiM 
ri-c — OsM" 

d'où enfin, en vertu de Téquation de la surface 

OM . o,M _ O^M . O5M 
OM'.OjM' ""OiM'.O.M' 



(-2) 



Cette équation exprime le théorème suivant, qui est l'analogue de celui lii^ 
Desargues pour les coniques : 

II. Théorème analogue a celui de Desargues. Dans un système de deux 
dièdres conjugués imcrits à une surface du second degré , une transversale 
quelconque rencontre les deux couples de faces opposées, et la surfojce^ eti 
trois couples de points qui sont en involution ; ou bien : 

Dans un quadrilatère gauche inscrit à une surface du second degré, une 
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transversale quelconque rencontre les deux couples de faces opposées et la 
surfojce en trois couples de points qui sont en involution. 

L'équation (2) ne différant en rien de celle qui exprime Finvolution dans 
les coniques^ peut natiû'ellement se mettre sous les diverses formes qu'on a 
données à celle-ci, et qui conviennent plus spécialement à la démonstration 
de certains corollaires. Parmi ceux-ci, nous ne citerons que le suivant qui 
nous conduira au théorème analogue. à celui de Pascal. 

Corollaire. Lorsque deux systèmes de dièdres conjugués inscrits à une 
surface du second degré sont situés de telle manière que les intersections de 
trois de leurs faces deux à deux s'appuient sur une inême droite, l'intersec- 
tion des quatrièmes faces s'appuiera sur cette droite; si les trois premières 
into'sections sont situées dans un même plan, la quatrième y sera également 
située; ou bien : 

Lorsque deux quadrilatères gauches inscrits à une surface du second 
degré sont situés de telle manière que les intersections de trois de leurs faces 
deux à deux s'appuient sur mie même droite, l'intersection des quatrièmes 
faces s'appuiera sur cette droite; si les trois premières intersections sont 
situées dam un même plaUy la quatrième y sera également située. 

Commençons par démontrer la première partie de ce corollaire. 

Si nous considérons la droite, sur laquelle s'appuient les intersections des 
trois couples de faces, comme une transversale qui rencontre les faces du pre- 
mier quadrilatère en 0, 0,, Oj, O3; celle du second en 0, 0|, 0„ OJ, et la 
surface en M et M'; en appliquant le théorème de Desargues, nous aurons : 

OM . Q,M 0|M . 0,M 0,M . O3M 

par suite : 

d'où résulte que 0, et OJ coïncident, c. q. f d. 

La seconde partie se démontrera au moyen de deux transversales situées 

dans le plan donné. 

Les deux parties de ce corollaire conduisent à la conséquence suivante : 
m. Théorème analogue a celui de Pascal. Dans un système de deux 
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trièdres conjugues inscrits à une surface du second degré y les fcuces opposées 
se coupent suivant trois droites situées dans un même plan ; ou bien : 

Dans un hexagone gauche formé de six génératrices appartenant trois 
à trois aux deux modes de génération^ les faces opposées se coupent suivant 
trois droites situées dans uh même plan. 
Fig. XII. Considérons un trièdre formé de trois faces 0,2,4, déterminant respec- 

tivement des génératrices d^ et rfoi ^i ^t ^*5 ^s ^t d^i "" trièdre conjugué au 
premier sera formé de trois faces telles que 1, 3, 3 passant respectivement 
par do et ^^, d^ et rfg, d^ et dr,. Et les faces opposées de ces deux trièdres' 
seront celles qui n'auront aucune génératrice commune : et 3, 1 et 4, 2 et 5. 
De même le trièdre 0', 1', 2' peut être regardé comme conjugué à 0, 4, 2; 
et les faces opposées seront alors et 0', 1 et 1', 2 et 2'. 

Il s'agit de prouver que les faces et 3 , 1 et 4 , 2 et 5 ou et 0', 4 et 
1', 2 et 2' se coupent suivant trois droites situées dans un même plan. 

Or les deux quadrilatères gauches inscrits 1050' et 2340' ont une face 
commune 0'; les^ faces 1 et 4, 2 et 5 se coupent suivant les droites 0'2' et 
O'I' situées dans le plan 04 '2'; donc les faces et 3 se coupent suivant 
une droite située dans ce même plan; propriété évidente, du reste, si Ton 
suppose connue la double génération des surfaces du second degré, puisque 
cette intersection est la droite l'2'. 

Tel est donc, pour les surfaces du second degré, le théorème analogue 
à rhexagramme mystique de Pascal , théorème dont TÂcadémie avait mis 
la recherche au concours dès 1 826, et que Dandelin énonçait à la même 
époque, ainsi que son corrélatif (*), mais pour Thyperboloïde seulement, 
sans qu'il parut se douter que c'était bien là le théorème demandé. 

Il est vrai que certains auteurs modernes, n'imitant pas la modeste réserve 
de l'éminent auteur de V Aperçu historique ^ ont donné, comme l'analogue du 
théorème de Pascal, une propriété découverte par ce géomètre, et au sujet 
de laquelle il s'exprime en ces termes (**) : 

<c Cette nouvelle question de l'Académie n'offrait point, conmie la pre- 
> mière, de grandes difficultés. Nous donnons dans la note XXXII l'énoncé 

(*) Nouveaux mémoires de P Académie de Bruxelles, t. Ul; 1826. 
(**} Aperçu historique, p. 246. 
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» d'un théorème qui nous parait la résoudre^ car il exprime une propriété 
» générale d'un tétraèdre et d'une surface du second degré^ analogue à 
» la propriété d'un triangle et d'une conique qu'exprime le théorème de 
» Pascal » (*). 

Envisagée sous ce point de vue^ la propriété énoncée par M. Chasles pré- 
sente certainement de l'analogie avec celle de Pascal; mais à un point de 
vue absolu^ on ne peut pas affirmer qu'elle en soit l'analogue^ puisqu'elle ne 
semble pas renfermer celle de Pascal comme cas particuîier. 

La propriété que nous avons énoncée^ au contran*e^ présente indubitable- 
ment ce caractère; et quoique nous nous fussions attendu^ nous l'avouons, à 
ce que le théorème analogue à celui de Pascal dans les surfaces du second 
degré nous conduisit à une propriété nouvelle de ces surfaces, et non pas 
simplement à une propriété qui résulte immédiatement de leur double généra- 
tion, il a bien fallu nous rendre à l'évidence, et reconnaître que cette simple 
propHété constitue bien le théorème analogue à celui de Pascal. En effet, 

l"" Elle a ce dernier comme corollaire immédiat, lorsqu'on coupe par un 
plan les six côtés de l'hexagone gauche (**); 

(*) Voici, du reste, renoncé de cette propriété : 

Quand les six arêtes d'un tétraèdre, placé d'une manière quelconque dans l'espace, ren- 
contrent une surface du second degré en douze points, ces douze points sont trois à trois sur 
quatre plans dont chacun contient trois points appartenant aux trois arêtes issues d'un même 
sommet du tétraèdre; 

Ces quatre plans rencontrent respectivement les faces opposées à ces sommets, suivant quatre 
droites qui sont les génératrices d'un même mode de génération d*un hypcrboloïde a une nappe. 
{Aperçu historiqye, p. 400.) 

{**) De toutes les démonstrations qu'on a imaginées du théorème de Pascal, peut-être n'en 
est-il pas de plus élémentaire que celle qui se tire de cette propriété, en ce sens qu'elle n'exige 
que la connaissance de la double génération de Thyperboloïde à une nappe. C'est pourquoi 
nous nous permettons de donner ici cette démonstration , qui pourra intéresser quelques lec- 
teurs, et que Dandelin avait déjà fait connaître dans le travail cité plus haut. 

Si nous considérons Thexagone gauche df/itdid^idiy et dans celui-ci trois systèmes de faces 
opposées deux à deux, comme di4i et d^dt] d^d^ et did^; d^di et d^\ il résulte évidemment de la 
double génération que, chaque couple de faces opposées ayant avec l'un des autres couples deux 
génératrices communes appartenant aux deux modes de génération , Tintersection de deux faces 
opposées quelconques aura un point commun avec l'intersection de deux autres faces opposées; 
et par suite que ces trois intersections, formant un triangle, sont situées dans un même plan. 

Or, si nous menons un plan quelconque , qui coupe les six génératrices de cet hexagone aux 
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S** Elle donne la génération de la surface au moyen de cinq génératrices, 
comme le théorème de Pascal donne celle d'une conique au moyen de cinq 
points (*) ; 

S"" Elle est relative à deux trièdres copjugués, comme celui-ci Test à 
deux triangles conjugués ; 

4^ Elle a pour corrélative, comme nous le verrons plus bas, la profwiété 
suivante, découverte également par Dandelin, pour Thyperboloïde, et qui est 
Fapplication littérale du théorème de Brianchon aux surfaces du second degré : 

Dans lui système de deux trièdres conjugués inscrits à une surface du 
second degré, les droites qui unissent deux à deux les sommets opposés con- 
courent en un même point (**). 

5"" Enfin nous verrons que des propriétés tout à fait analogues se mani- 
festent dans les surfaces du troisième ordre et dans celles de la troisième 
classe, ainsi que dans certaines surfaces de degrés supérieurs, de même que 
nous avons trouvé les théorèmes analogues à ceux de Pascal et de Brianchon 
pour les courbes de degrés supérieurs. 

S'il fallait, du reste, apporter d'autres preuves à l'appui de l'analogie^ 
oseriofis-nous dire de l'identité des deux théorèmes, nous n'aurions qu'à 
invoquer la marche identique que m)us avons suivie dans l'exposition de la 
théorie des courbes et de la théorie des surfaces : interprétation de l'équa- 
tion, théorème de Pappus, théorème de Desargues, corollaire de celui-ci, 

points 0, i, 2, 3, 4, 5 et ]a surface suivant une conique passant par ces six points, il est clair 
que nous aurons affaire à un hexagone inscrit à cette conique, et dont les côtés opposés sont 
les intersections de son plan avec les. faces opposées de Thexagone gauche ; mais celles-ci se 
coupant deux à deux suivant trois droites situées dans un même plan, ceux-là se couperont en 
trois points situés en ligne droite. 

En donnant ce nouvel exemple du passage d*une propriété de l'espace à une propriété du 
plan , nous ne prétendons nullement nous déclarer partisan de cette méthode, surtout au point 
de vue philosophique. 

(*) Nous disons cinq génératrices, parce que ce nombre de droites peut être indispensable 
pour déterminer la surface : par exemple dans le cas d'un cylindre ou d*un cône, ou encore 
dans le cas où deux de ces cinq génératrices en coupent deux autres. Au reste, si Ton donne 
trois génératrices non situées deux à deux dans un même plan, lesquelles sont suffisantes, il 
sera facile d'en déterminer deux autres. 

(**) Nous ferons remarquer que ces trièdres étant à la fois inscrits et circonscrits, chaque 
propriété et sa corrélative se rapportent à une seule et même figure. 
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théorème de PascaL Tous » occupent dans les deux théories, et nécessaire- 
ment, les mêmes places; tous se déduisent de la même manière les uns des 
autres; à ce titre donc nos propriétés des surfaces du second degré sont 
parfaitement analogues à celles des coniques. Nous ajouterons que toutes ces 
propriétés ont leurs corrélatives, dont nous nous occuperons plus bas; et 
que le théorème dé Brianchon a d'une manière plus frappante peut-être que 
celui de Pascal, comme nous venons de le voir, son similaire dans lès sur- 
faces du second degré, ce qui complète l'analogie absolue qui existe entre 
nos théorèmes relatifs à ces surfaces, et ces deux théorèmes si fameux dans 
riiistoire de la géométrie. 

Aussi nous osons espérer que tous les géomètres voudront bien se rallier 
h notre opinion, et nous nous en remettrons volontiers, sur ce point, au 
Jugement du grand géoinètre français, dont la loyauté et la modestie ne 
brillent pas moins que Térudition et la profondeur, dans le monument qu'il 
a élevé à la science de l'étendue (*). , 

Les théorèmes que nous venons de démontrer donnent lieu à un grand 
nombre de conséquences que nous n'avons pas l'intention de développer 
aujourd'hui (**). Nous dirons toutefois qu'ils ne nous paraissent pas devoir 
conduire à une relation générale entre dix points d'une surface du second 
degré; et nous pensons que c'est par une autre voie qu'il faudra chercher 
cette relation (***). 

Nous allons, dans le chapitre suivant, rechercher les théorèmes corré- 
latifs de ceux que nous venons d'établir. 

(') Les belles propriétés données par M. P. Serret^ dans sa Géométrie de direcHoUy comme 
les analogues de celles de Desargues et de Pascal, n'ont pas modîGé notre manière de voir à ce 
sujet (i 871). • 

(**) Le théorème de Desargues, par exemple, si Ton prend pour transversale une tangente, 
fournit une relation dans laquelle le point de contact est un point double d'involutîon, et qui 
conduit à d'autres propriétés remarquables du quadrilatère inscrit. 

(***) Cette relation analytique générale, qui n'avait pas vu le jour à l'époque où nous écri- 
vions ces lignes (1869), quoique le grand problème de la description d'une surface du second ^ 
degré, déterminée par neuf points, eût déjà été résolu par des géomètres éminents (Hesse, 
Schrôler, Steiner), a été donnée par M. P. Serret. (Géométrie de direction, p. 129.) 187i . 
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CHAPITRE II. 

COORDONNÉES RECTILIGNES TANGENTl ELLES. 



Soient d;, âi, J,, i^ les distances d'un plan mobile 

T= LX -*- MY H- NZ ^ P = 

à quatre points fixes 0, 1, 2, 3 de coordonnées Xq^ y^^ z^ etc; 
L, M, N, P étant des fonctions linéaires de a?, y, 2^ de la forme 

L = ax -f- 6y -+- c z -t- /*; 

M == o'x -♦- b'y -♦- cz -f- f ; etc. - 

Ce plan sera déterminé si Ton connait les trois paramètres X, Y, Z; et 
par conséquent 'si Ton a entre eux trois relations distinctes^ ou si Ton eu a 
trois entre (Jo^ ^1 ? ^^y *3 qui sont des fonctions linéaires de X, Y, Z de la forme 



^0 



LoX -4 MoY -I- N«Z ^ Po 
l/(aX -t- tt'Y H- o"Z -H a'")« h 



dans lesquelles Lo = aa?o + by^ + c^o + /", etc. 
Une de ces relations, par exemple 

Fig. XIV. représente, si l est constant, un système de plans polaires de pôles P, ce 
point P étant déterminé sur la droite 0, 1 par la relation 

0, p _ 

4,P 

De même 

représente^ si V est constant, un système de plans polaires de pôle P', ce 
point P' étant déterminé sur la droite 2,3 par la relation 

2, P' _ 

5, P' 
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Par suite, les deux équations simultanées 

^. = X% 

représenteront un faisceau de plans qui se coupent suivant PP'. 
Enfin les trois équations simultanées 

représenteront un plan passant par les trois points P, P', P" déterminés 
respectivement sur 4,0; sur 1,3, et sur 1,2 par les relations 

i,p"" ' 3jF~^' i,p"~' • 
Si A, X', X" sont variables, le plan 

T = LX -h MY -4- NZ ^ p = 0, 

déterminé par ces trois relations, sera lui-même variable, et ses positions 
successives envelopperont une certaine surface. 
Si ces variables sont assujéties à la relation 

réquation de la surface enveloppe des plans mobiles sera 

Cette équation est du second degré en X, Y, Z; donc par toute droite 

x.=: mz -H p 

on pourra mener à cette surface deux plans tangents dont les X, Y, Z seront 
déterminés 

1° Par deux relations indiquant qu'ils passent par cette droite, relations 
qui sont du premier degré; 

13 
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2"* Par l'équation de la surface qui est du second degré en X, Y, Z. 

Pour trouver la signification géométrique de Téquation de la surface, 
remarquons que Jov ^^t proportionnel à la distance d'un plan tangent quel- 
conque T au point 0, ...; et qu'en outre l'équation est satisfaite par chacun 
des systèmes simultanés 



rj, = 0, (?.=«=0 

<?o = , (Ji = 
c?, = 0, (?^==0 

ce qui prouve que les droites (0, 1); (0, 3); (2, 1); (2, 3). sont des généra- 
trices de la surface, puisque tout plan tel que 

passant par l'une de ces droites, est tangent à la surface. 

Nous avons donc affaire ici encore à un système de deux dièdres con- 
jugués inscrits ou à un quadrilatère gauche inscrit, dont les sommets opposés 
sont et 2 ; 1 et 3 ; et l'équation de la syrface exprime le théorème suivant : 

r. Théorème analogue au corrélatif de celui de Pappus. Dam un st/s- 
tème de deux dièdres conjugués inscrits à une surface du second degré les 
produits des distances d'un plan tangent quelconque aux deux couples de 
sommets opposés sont analogiques; ou bien : 

Lorsqu'un quadrilatère gauche est inscrit à une surface du second degré, 
les produits des distances d'un plan tangent quelconque aux deux couples de 
sommets opposés sont analogiques. 

Le lecteur déduira facilement de ce théorème les corollaires corrélatifs 
de ceux que nous avons déduits du ihéorème de Pappus (v. page 84) ; nous 
ne nous y arrêterons pas, et nous passerons à la démonstration du théorème 
corrélatif de celui de Desargues. 

Soit T un plan tangent à la surface mené par une droite D;Pq... les per- 
pendiculaires abaissées des points ... sur cette droite; désignons par(0, T)... 
les angles que les plans (/?o, D)..., passant par les points 0... et la droiteD, 
font avec le plan T; â^^... représentant toujours la distance des points ... à 
ce plan , on aura : 

Jo==PoSin(0, T);... 
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de même^ si par D on mène un second plan tangent T'^ on aura : 

^i = PoSÎn{0,T');... 

Et comme Téquation de la surface donne 
il en résulte 



sin (0, T ) sin (% T ) _ sin (i;T)sin (5,T) 
sin (0, T') sin (2, T') ~~ sin (1 , T') sin (3, T') ' 



d'où le théorème suivant : 

II'. Théorème analogue au corrélatif de celui de Desargues. Dam un 
système de deux dièdres conjugués inscrits à une surface du second degré, 
les deux couples de plans passant par ses sommets opposés et par une droite 
quelconque, et le couple de plans tangents menés par cette droite à la surface 
sont en involution; ou bien : 

Lorsqu'un quadrilatère gauche est inscrit à une surface du second degré, 
si par une droite on mène les deux plans tangents à cette surface y et les 
deux couples de plans passant par les sommets opposés du quadrilatère, ces 
trois couples de plans sont en involution. 

Parmi les corollaires de cette proposition, nous ne mentionnerons que 
ceux qui doivent nous conduire au théorème analogue à celui de Brian- 
chon (*)• 

Corollaire. Quand deux quadrilatères gauches sont inscrits à une surface 
du second degré, si les droites, qui unissent trois sommets du prefnier à trois 
sommets du second s'appuient sur une même droite, ou concourent en un 
mhne point, celle qui unira les deux autres sommets s'appuiera sur cette 
même droite, ou concourra au même point. 

Nous ne démontrerons que la première partie de ce corollaire, de laquelle 
il est facile de déduire la seconde. 

f) II est fncilc d'énoncer le théorème précédent dans le cas où la droite par laquelle passent 
les six plans est tangente à la surface, et où par suite Tun de ces plans est un plan double d'in- 
volution. 
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* 

Fig.xv. Supposons donc que les droites qui unissent les sommets 0, 0'; 1, 1' 

et % 2' s'appuient sur une certaine droite D; si par celte droite D on mène 
les deux plans tangents à la surface, T et T', ainsi que les couples de plans 

D,0 elD,2; D, i elD, 3; 

OU bien 

D,0'etD,2'; D, l'etD, 5'; 

les trois couples de plans 

T et T.; D, et D, 2; D, i et D, 3; 

ainsi que 

TelT'; D,0'etD,2'; D,i'etD,3' 

sont en involution ; or 

D,0etD,0'; D,2 etD,2';D,l et D, r 

coïncident; donc D, 3 et D, 3' coïncident aussi, et par suite la droite 3, 3' 
s'appuie sur la droite D, c. q. /". d. 

De chacune des parties de ce corollaire, et de la dernière plus particu- 
lièrement, on déduit immédiatement la proposition suivante : 

Iir. Théorème analogue a celui de Brlanchon. Dans un système de deux 
trièdres conjugues inscrits à une surface du second degré, les trois droites, 
qui unissent deux à deux les sommets opposés concourent en un même point; 
ou bien : 

Dam un liexagone gauche formé de six génératrices appartenant trois à 
trois aux deux modes de génération, les trois droites qui unissent deux à 
deux les sommets opjmsés concourent en un même point (*)• 
Fig. xn. Considérons en effet les deux trièdres conjugués, ou Thexagone gauche^ 

définis précédemment, et dans ceux-ci les sommets opposés et 3, 1 et 4, 
2 et 5 ; il s'agit de prouver que les droites 0, 3 ; 1 , 4 ; 2 , 5 concourent en 
un même point. 

Pour cela, décomposons l'hexagone en deux quadrilatères de sonunets 0^ 
1, 2, 1' et 3, 4, 5, 1'; les droites qui unissent les sommets et 3, 2 et 5, 
sont situées dans le plan des génératrices d^ et d.^ qui se coupent en 1 ' ; on 
peut donc dire que les droites qui unissent trois sommets de l'un des quadri- 

(*] Nous avons dit plus haut que ce théorème a été dëcouvert par Dandeh'n pour le cas de 
rhyperholoïde. 
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latères : 0, 2, 1 ' à trois sommets de l'autre : 3, 5, 1 ' concourent en un même 
point; donc la droite qui unit les quatrièmes sommets 1 et 4 passera par ce 
même point. . . 

De méme^ ^n décomposant Thexagone en deux quadrilatères 0, 1, 2, 1' 
et 0', 1, 2', iy on verra que les droites qui unissent et 0', 1 et 4, 2 et 2' 
concourent en un même point; donc la droite qui unit t'ai (ou 1' à 1, ce 
qui revient au même) passe par ce point; donc 0, 0'; 4, 1'; 2, 2' concourent 
en un même point. 

Personne ne songera à contester que ce théorème ne soit bien l'analogue 
de celui de Brianchon; mais il est bien évidemment aussi le corrélatif de celui 
.que nous avons donnée sous le numéro III^ au chapitre des coordonnées ponc- 
tuelles^ p. 87; ce dernier est donc bien le théorème analogue à celui de Pascal. 

Nous avons peut-être un peu trop insisté sur ce point; mais on voudra bien 
nous le pardonner en pensant à l'intérêt qu'excitait chez tous les géomètres 
la découverte de cette propriété, dans laquelle ils entrevoyaient la solution 
du fameux problème de la construction d'une surface du second degré dé- 
terminée par neuf points, et à l'espèce de désappointement qu'ils devront 
naturellement éprouver en reconnaissant que cette propriété , sur laquelle se 
fondaient tant d'espérances, n'est autre chose qu'un résultat fort simple du 
double mode de génération des surfaces du second degré par le mouvement 
d'une droite. 

En exprimant cette opinion, nous ne prétendons en aucune manière 
méconnaître l'analogie qui existe entre le théorème de M. Chasies et celui de 
Pascal; comme le dit fort bien l'illustre géomètre, il existe plusieurs points 
de vue sous lesquels on peut envisager ce dernier théorème; et à chacun de 
ces points de vue correspond un énoncé différent dans l'espace (*). Pour 
nous, qui avons dû, en vertu de notre théorie générale des courbes, envi- 
sager nécessairement le théorème de Pascal comme relatif à deux triangles 
conjugués inscrits à une conique, son analogue doit être, par une consé- 
quence logique, relatif à deux trièdres conjugués inscrits à une surface du 
second degré. 

(*) C'est ainsi encore que nous avons lu avec beaucoup ii*iiilérét, depuis que ces lignes ont 
étëëcriles, les thcorëines donnés par M. Paul Serrel dans sa Géométrie de direction. 
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Nous bornerons ici les conséquences que nous pourrions déduire de cette 
théorie des surfaces du second degré; un lecteur un peu familier avec la 
géométrie supérieure pourra aisément en trouver un grand nombre d'autres, 
en suivant la voie tracée par M. Ghasles dans son traité des coniques. 

Dans le chapitre suivant^ nous appliquerons notre méthode à la théorie 
générale des surfaces du troisième ordre et de la troisième classe^ ainsi qu^à 
certaines surfaces particuhères d'ordres ou de classes supérieurs. 



SURFACES DU TROISIÈME ORDRE (*). 



CHAPITRE III. 

COORDONNÉES RECTILIGNES PONCTUELLES. 



L'équation d'une surface du troisième ordre S3 = peut se mettre sous 
cette première forme : 

S5 = A.B.C — *A'.B'.C'.= 0, (I) 

A, A' etc. étant des fonctions linéaires de ^, y, z, dont les trois paramètres 
sont à déterminer; et k étant également à déterminer. 

En effet, cette équation renferme dix-neuf paramètres inconnus, et comme 

(*) C'est à MM. Cayley et Salmon qu'on doit la découverte des vingt-sept droites remarquables 
d'une surface du troisième ordre; leurs propriétés, trouvées par Steincr, sont consignées , la 
plupart sans démonstration, dans le tome LUI du Journal de Crelle, L'Académie de Berlin a 
mis au concours pour iSGG le .développement de ce mémoire, et elle a partagé le prix entre 
deux travaux : l'un est de M. Cremona, géomètre italien; il a élé publié dans le Journal de 
Crelle, t. LXVIII; Vautre est de M. Sturm , géomètre allemand ; il a paru chez Teubner à Leipzig. 

Pour ne pas dépasser les bornes que nous avons voulu assigner à notre travail, nous ne dé- 
montrerons, parmi les propriétés qui sont énoncées, soil dans ces mémoires, soit dans ceux 
que d'aulres savants ont publiés postérieurement dans le même Journal y que celles qui nous 
sont indispensables pour arriver à la démonstration d'autres propriétés, tout k fait nouvelles, 
et tout aussi remarquables que les premières. 



•*m mt 
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le nombre de ternies de Téquation générale du troisième degré à trois variables 
esl|— = 20, nous aurons dix-neuf équations pour déterminer nos dix-neuf 
inconnues. 

On voit immédiatement que les droites d'intersection de chacune des faces 
A, B, C avec chacune des faces A', B', C appartiennent à la surface; ce qui 
nous donne neuf génératrices situées trois à trois dans chacun des six plans, 
chacune d'entre elles se trouvant à la fois dans deux de ces plans. Ces neuf 
génératrices, ne déterminant que dix-huit paramètres, ne suffisent pas pour 
déterminer la surface; il faut y joindre un point de celle-ci. 

On aura autant de systèmes de neuf génératrices qu'il y a de systèmes de 
solutions pour les dix-neuf équations dont nous venons de parler; mais il est 
inutile que nous abordions le problème ardu de la recherche de ce nombre; 
la discussion géométrique nous y conduira plus simplement. 

Les deux systèmes de plans A, B, C et A', B', C forment deux trièdres 
tels que chaque face de l'un, A par exemple, passe par trois génératrices 
respectivement situées dans les trois faces de l'autre, et qui sont, pour A, les 
intersections A, A'; A, B'; A, C. Ces deux trièdres forment, pour cette raison, 
un système de deux trièdres conjugués inscrits. 

Cherchons à déterminer combien il existe de ces systèmes de trièdres 
conjugués. 

Le théorème fondamental sur lequel s'appuie cette détermination est le 
suivant : 

Un hyperboloïde, qui a trois génératrices du même mode communes avec 
une surface du troisième ordre, en a trois de l'autre mode également com- 
munes (Steiner). 

Considérons en effet l' hyper boloide défini par les trois génératrices 

A, A'; B,B'; C,C'; 

et soient 

A = aA'; B = pB'; C = yC\ 

les trois équations simultanées d'une même droite s'appuyant sur ces trois 
génératrices, d'où il résulte que l'une de ces équations est une conséquence 
nécessaire des deux autres. De plus, il est clair que/3 et y seront des fonc- 
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tioiis linéaires dea^ puisque dans le plan A = aX^ il n'existe qu'une droite 
qui s'appuie à la fois sur les trois génératrices. 

En combinant les trois équations précédentes avec celle de la surface (1 ), 
nous obtenons : 

équation qui sera du troisième degré en «, et qui aura ses trois racines réelles 
en vertu de sa forme et ^ des expressions linéaires de /3 et y en «. 

Il existe donc trois droites qui sont à la fois des génératrices du second 
mode de Thyperboloïde, et des génératrices de la surface du troisième ordre. 

Los neuf génératrices primitives foraient six systèmes de trois généra- 
trices non situées deux à deux dans un même plan : 

■ 

(A, A'; B, B'; C, C); (A, A'; B,C'; B', C); etc. 

Chacun des hyperboloïdes déterminés par l'un de ces systèmes de trois 
génératrices coupe la surface du troisième ordre suivant trois génératrices, 
dont aucune ne peut coïncider avec l'une des neuf génératrices primitives; 
ainsi Thyperboloïde (A, A'; B, B'; C, C) ne peut couper la surface suivant 
A, B' : car cette droite rencontrerait alors C, C. 

En outre les trois nouvelles génératrices, suivant lesquelles l'hyperboloïde 
(A, A'; B, B'; C, C) coupe la surface, différent de celles suivant lesquelles 
elle est coupée par (A, A'; B, C; B', C) : sinon les deux hyperboloïdes 
auraient, outre A, A', une génératrice commune; mais de plus ils ont en 
commun les points d'intersection de B, B' et B, C, de B, B' et B', C; de C, C 
et B', C; de C, C et B, C; donc ils coïncideraient. 

On voit par là que la génératrice A, A' coupe dix droites de la surface : les 
six droites qui sont les nouvelles intersections des deux hyperboloïdes, el 
A, B'; A', B;A, C';A', C. 

Parmi ces dix droites il ne peut pas s'en trouver plus de cinq non situées 
deux à deux dans un même plan. 

En effet si une droite D pouvait rencontrer les six droites a, 6, c, rf, e, /, 
non situées deux à deux dans un même plan, les hyperboloïdes a, 6, c et 
a, b, d, qui auraient trois génératrices communes a, 6, D, en auraient une qua- 
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trième g, qui couperait a, by c, d et appartiendrait par suite a la surface du 
troisième ordre. 

De même les hyperboloïdes a, by c et a, 6, e; a, 6, c et a, 6, /'auraient une 
génératrice commune g^ pour les premiers, g'^ pour les seconds; et ces 
génératrices appartiendraient également à la surface du troisième ordre. 

Il s'ensuivrait que rhyperboloide a,byC a en commun avec cette surface les 
sept droites D, a, b, Cy g^ ^', ^", ce qui serait absurde. 

Il reste à faire voir qu'aucune des droites d'intersection de l'un des six 
hyperboloïdes avec la surface du troisième ordre ne peut coïncider avec l'une 
des droites d'intersection d'un autre hyperboloïde. On verrait en effet aisé- 
ment que si deux de ces intersections pouvaient se confondre en une seule, 
ou bien celle-ci couperait six droites de la surface non situées deux à deux 
dans un même plan, ou bien elle serait à la fois située dans quatre faces de 
deux trièdres conjugués. 

Chacun des six hyperboloïdes coupant la surface suivant trois génératrices 
différentes des neuf primitives, et distinctes entre elles; nous aurons donc 
en tout vingt-sept droites appartenant à cette surface (*). 

Comme chacune des neuf génératrices primitives rencontre dix de ces 
droites, dont quatre primitives, et six autres, et que ces dix droites se par- 
tagent en cinq groupes de deux droites qui se coupent, elle formera avec 
celles-ci cinq triangles tritangents; nous aurons donc en tout quarante-cinq 
de ces triangles (Steiner). 

Nous pouvons partager les vingt-sept droites en neuf triangles qui n'ont 
deux à deux aucune droite commune. Considérons un côté de l'un de ces 
triangles : il devra couper l'un des côtés de chacun des huit autres triangles : 
sans quoi il ne couperait pas dix droites, 

De là résulte que, quand deux triangles tritângents n'ont aucune droite 

(*) L'exislencc des vingt-sept droites pourrait encore s^établir très-simplement de la manière 
suivante : considérons un hyperboloïde H2 = AB — aA'B' = 0. Comme son intersection avec Sj 
est du sixième ordre, et qu'il a quatre droites communes avec cette surface, il aura en outre 
une conique commune; mais on pourra déterminer a de telle sorte que cette conique se réduise 
à deux droites; on peut donc faire passer, par quatre génératrices formant un quadrilatère 
gauche, un hyperboloïde dont l'intersection avec S- détermine deux génératrices nouvelles; et 
comme ilexisle neuf de ces quadrilatères, nous aurons dix-huit nouvelles génératrices. 

u 
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commune^ leurs côtés se coupent deux à deux;-et il est facile d'en déduire 
que ces deux triangles suffisent pour déterminer un système de trièdres con- 
jugués^ et que^ par suite ^ les vingt-sept droites ou les quarante-cinq triangles 
déterminent en tout cent vingt de ces couples de trièdres (Steiner). 

Nous ne iious arrêterons pas davantage à ces propriétés^ dont on pourra 
voir les développements dans les travaux cités ^ et nous allons maintenant 
rechercher pour les surfaces du troisième ordre, Fextension des théorèmes 
analogues à ceux de Pappus, de Desargues et de Pascal. On verra là une 
preuve nouvelle de Fanalogie qui existe entre les propriétés qui portent ces 
noms dans la théorie des coniques, et celles que nous avons données pour 
les surfaces du second degré. 

Nous verrons les propriétés corrélatives dans Tétude des surfaces de la 
troisième classe. 

Reprenons l'équation fondamentale (1) 

ABC = itA'BC; 

en nous rappelant que les distances d'un point x, y y z aux plans A sont 

proportionnelles aux fonctions linéaires A . . . , nous pourrons énoncer cette 
équation sous la forme : 

I. Extension du théorème de Pappus. Dans un système de deux trièdres 
conjugués inscrits à une surface du troisième ordre ^ les produits des dis- 
tances d'un point quelconque de la surfojce aux trois faces de ces deux trièdres 
sont analogiques. 

En mettant l'équation de chacun des plans A sous la forme 

z-\- ax '\- by — c^=y — c = 05 

et en procédant comme nous l'avons fait pour les surfaces du second degré, 
nous transformerons le théorème de Pappus -en celui de Desargues. Dans 
l'énoncé de ce théorème, on voudra bien se rappeler la définition que nous 
avons donnée, en traitant des courber planes, de l'involution de trois sys- 
tèmes de n points, involution qui, pour le troisième ordre, est relative à 
trois ternes de points. 
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II. Extension du théorème de Desârgues. Dam un système de deux 
trièdres conjugués inscrits à une surface du troisièïne ordre, une transver^ 
sale quelconque rencontre les trois couples de faces opposées et la surface efi 
trois ternes de points qui sont en inwlution. 

Si nous appelons a^byC; a^y b\ d les points de rencontre de la transver- 
sale avec les faces de deux trièdres conjugués, et m, m,, //^ ses points de 
rencontre avec la surface, Texpression la plus simple de cette involution sera : 

am . hni . cm amt . bm^ . cnii anit . bm^ . cm^ 

Corollaire. Lorsque deux systèmes de trièdres conjugués inscrits à une 
surface du troisiètne ordre sont situés de telle manière que les intersections 
de quatre couples de leurs faces s'appuient sur une même droite , les inter- 
sections des deux autres couples de faces s^appuieront sur cette droite. Si les 
quatre premières intersections sont situées dans un même plan , les deux 
autres y seront également situées. 

En effet, en désignant par les mêmes lettres que plus haut les intersec- 
tions d'une transversale avec* les faces du premier système de trièdres con- 
jugués et avec la surface, et par a, 6, c, a', 6i, c{, ses intersections avec les 
faces du second svstème, nous aurons : 

am . hm . cm amx . 6m, . cm^ am^ . bm^ . aut 
u'm . b'm . c'm um^ . b'Wi . c'W| o'wj . b'm^. c'm^ 

cirni ,bmi . cm^ am^ . bw^ . cm^ 

•|^2JJ ■ ■ * 1^— ^M^M^I— ^B^i^^»^— ^^^M^— J^^^ï Bill ^m^^m^m ■ mt ^-^^M^^^^^^^M^— 

am^ . 6j'mi . c\mi a'm^. b\m^ . rjms 

d'où résulte, en verlu du lemme algébrique que nous avons établi relative- 
ment à Finvolution de 3w points (page 15), que 6' et 6{, c' et c[ coïncident, 
ce qu'il fallait démontrer. 

La seconde partie du corollaire s'établit au moyen de deux transversales 
situées dans un même plan. 

Ce corollaire va nous conduire à l'extension du théorème de Pascal qui , 
pour les surfaces du troisième ordre, est relatif à deux systèmes de tétraèdres 
c&njugués inscrits. 
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Nous nommons ainsi deux tétraèdres tels que chaque face de Tun passe 
par trois droites de la surface respectivement situées dans trois des faces du 
second tétraèdre. Les faces opposées de ces deux tétraèdres sont celles qui 
ne passent point par une même droite de la surface. 

Commençons par prouver qu'il existe de ces systèmes de tétraèdres con- 
jugués. 

Considérons d'abord les deux trièdres conjugués : 

A,B,/' et D',C',e 

dont les faces passent respectivement par les droites de la surface. 

1,2,3; 4,5,G; 7,10,9'; et 5,5,7; 2,6,10; 1,4,9'; 

Ensuite les deux trièdres conjugués : 

A',B',/' cl D,C,e 

dont les faces passent respectivement par les droites 

4,8,12; 1,9,ii; 7,10,9'; et 10,11,12; 7,8,9; 1,4,9'. 

On voit que les tétraèdres A, B, C, D et A', B', C', D' satisfont à la con- 
dition précédente, et par suite sont conjugués, puisque chaque face de Tun, 
telle que A, passe par une droite de B', une de C et une de D' ; en outre on 
voit que cette face A est opposée à A' ; etc. 

Ces tétraèdres conjugués jouissent de la propriété suivante , qui est l'ana- 
logue du théorème de Pascal pour les coniques , comme on s'en assure en 
coupant la figure par un plan quelconque, ce qui conduit au théorème 
analogue à celui de Pascal pour les courbes du troisième ordre. 

IV. Extension du théorème de Pascal. Dam un système de deux tétraèdres 
conjugués inscrits à une surface du troisième ordre, les faces opposées se 
coupent suivant quatre droites situées dans un mêm>e plan. 

En effet, ces deux tétraèdres conjugués peuvent former différents systèmes 
de deux couples de trièdres conjugués; il suffit, pour cela, de prendre deux 
faces de l'un des tétraèdres, et les deux faces non opposées de l'autre, pour for- 
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mer le premier système de trièdres, dont on déterminera les deux autres faces 
en conséquence; et de prendre les quatre autres faces des deux tétraèdres 
pour former le second système. On -a Vu déjà précédemment un exemple de 
ces systèmes de trièdres conjugués. Veut-on faire entrer dans Tun les faces 
A, C, B', D', dans l'autre B, D, A', C, on aura les deux systèmes, 

\^ A,C,c'; B',D',/' 

dont les faces passent respectivement par 

«,2,3; 7,8,9; 5,11,10'; et 1,9,11; 5,5,7; 2,8,10'; 

2- B,D,r; A, Ce 

dont les faces passent respectivement par 

4,5,6; 10,11,12; 2,8,10'; et 4,8, 12; 2, 0,10; 5, 11, 10'. 

Observons maintenant qu'en vertu d'une remarque précédente, les droites 
de deux faces qui n'ont pas une génératrice commune se coupent deux à 
deux; d'où l'on déduira aisément que chacune des douze généralices des 
deux tétraèdres conjugués en coupe cinq; c'est ainsi que : 



1 coupe 2, 


5, 


4, 


9, 


11 


2 ^ 


• 4, 


3, 


6, 


8, 


iO 


3 ^ 


► 1, 


2, 


S, 


7, 


12 


4 ] 


» 1, 


», 


6, 


8, 


12 


5 1 


► 3, 


4, 


6, 


7, 


H 


6 1 


► % 


4, 


5, 


9, 


to 


7 1 


* 5, 


5, 


8, 


», 


10 


8 1 




4, 


7, 


9, 


12 


9 ^ > 


' i. 


6, 


7, 


8. 


11 


10 . 


• % 


6, 


7. 


H, 


12 


11 1 


' ^, 


5, 


9, 


iO, 


12 


12 1 


. 3, 


4, 


8, 


10, 


11 



Nous désignerons le point d'intersection de deux génératrices par les 
chiffres qui désignent ces deux droites; ainsi 1,4 représentera le point d'in- 
tersection de la génératrice 1 avec la génératrice 4. 

Il nous sera facile, connaissant ces points d'intersection, d'appliquer le 
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corollaire JII aux différents systèmes de trièdres conjugués dans lesquels 
nous pouvons décomposer le système de nos deux tétraèdres. 

En considérant l'exemple de décomposition en deux systèmes de trièdres 
conjugués, qui précède l'énoncé IV, et remarquant que les intersections A, A' 
et B, B' passent par 1,4; que l'intersection de e avec e y passe aussi; enfin 
que celle de /"avec /"passe par 7,10, nous voyons que ces deux systèmes de 
trièdres conjugués sont tels que les intersections de quatre couples de faces 
s'appuient sur la droite qui unit 1,4 à 7,10; les deux autres intersections 
C, r/ et D, D' s'appuient donc sur cette même droite. 

tiClte propriété, du reste, ressort évidemment de l'examen attentif des 
faces, et de la remarque que nous avons faite relativement aux points d'inter- 
section de leurs trois droites deux à deux; on peut donc la démontrer sans 
le secours du théorème de Desargues, absolument comme la propriété ana- 
logue pour les surfaces du second degré résulte immédiatement de leur 
double mode de génération. Nous ajouterons néanmoins, pour satisfaire les 
esprits qui tiennent à connaître la marche qui a été suivie dans la recherche 
de propriétés nouvelles, que c'est par le moyen du théorème de Desargues 
que nous sommes arrivé à découvrir ces propriétés, et il semble que ce soît 
là la marche naturelle; car elle est identique à celle que nous avons .suivie 
dans l'étude des courbes planes, et manifeste ainsi clairement l'analogie qui 
existe entre les propriétés de ces courbe's et celles des surfaces; tandis que 
dans la démonstration directe fondée sur l'examen des faces des trièdres 
conjugués à une surface du second degré, ou des tétraèdres conjugués à celle 
du troisième ordre, l'analogie est à tel point masquée, que les géomètres se 
sont refusés jusqu'aujourd'hui à reconnaître le théorème de Pascal dans la 
propriété de l'hexagone gauche inscrit à un hyperboloïde à une nappe, pro- 
priété qui y conduit d'une manière si simple, comme Dandel in l'avait déjà 
fait observer en 1826. 

Pour démontrer le théorème de Pascal sans invoquer celui de Desargues, 
nous pourrons, d'après ce que nous venons de dire, nous borner à constater 
que les intersections des faces A,A';B,B^; C,C'; D,D' s^appuient sur les 
droites qui unissent 1,4 à 7,10; 2,8 à 5,11 ; 3,12 à 6,9. Mais l'intersection 
A, A' passe par les trois points 1,4; 2,8; 3,12; l'intersection B, B' par 1,4-; 
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6,9; 5,14; et comme ces cinq points sont dans un même plan, C, C et 
D, D', qui passent par deux de ces points, sont aussi dans ce plan. Au reste, 
Ç,C' passe par 2,8; 6,9; 7,10; etD,D' par 3,12; 5,11; 7,10. 

On voit donc que les quatre intersections des faces opposées des deux 
tétraèdres conjugués forment un quadrilatère plan complet dont les sommet^; 
opposés sont 1,4 et 7,10; 2,8 et 5,11; 3,12 et 6,9. 

Il est manifeste qu'en coupant la surface et le système des deux tétraèdres 
conjugués par un plan quelconque, celui-ci déterminera une courbe plane 
du troisième ordre avec un système de deux^quadrilatères conjugués inscrits, 
et que les côtés opposés de ces quadrilatères se couperont en quatre points 
situés en ligne droite, puisque ces points sont ceux où les quatre droites pré- 
cédentes, situées dans un même plan, sont coupées par le plan sécant; 
notre théorème de Pascal sur les courbes planes du troisième ordre n'est donc 
qu'un cas particulier de celui que nous venons de donner pour les surfaces 
du même ordre. 

Nous croyons superflu d'entrer dans le détail des diflerentes combinaisons 
de quatre droites situées dans un même plan, auxquelles peut donner lieu le 
théorème précédent. 

On verra aisément, en appliquant le théorème de Pappus aux deux systèmes 
de trièdres dans lesquels nous avons décomposé nos tétraèdres conjugués, (jue 
ceux-ci jouissent de la même propriété que les trièdres conjugués, savoir : 

Corollaire du théorème de Pappus. Dans un système de deux tétraèdres 
conjugués inscrits à une surface du troisième ordre ^ les produits des dis-- 
tances d'un point quelconque de la surface aux quatre faces de ces deux 
tétraèdres sont analogiques. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur les corollaires qu'on peut 
déduire des théorèmes qui précèdent; et nous nous bornerons, pour terminer, 
à faire remarquer que le théorème de Desargues conduit à la construction 
d'un nombre quelconque de points d'une surface du troisième ordre déter- 
minée par un point et par les neuf droites d'intersections des faces de deux 
trièdres conjugués. 

L'équation générale des surfaces du troisième ordre est encore suscep- 
tible de se mettre sous d'autres formes, qui peuviuit toutes servir à déter- 
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miner leurs vingt-sept droites, et conduire à des modes de détermination 
de ces surfaces plus généraux que celui qui a servi de base aux recherches 
du grand géomètre allemand. 

Mais ces formes ne sont pas aussi propres à manifester l'existence des 
célèbres propriétés qui constituent Tessence de la géométrie supérieure; on 
pourrait certainement en déduire une discussion analytique des surfaces du 
troisième ordre, ainsi que certaines propriétés géométriques ou métriques; 
ces propriétés toutefois n'offriraient pas, tant s'en faut, le même intérêt que 
celles dont nous venons de parler; et ce serait manquer le but indiqué par 
le litre même de notre travail , que de nous étendre trop longuement sur la 
discussion de ces nouvelles formes. 

Nous nous bornerons donc à les indiquer sommairement en montrant do 
quel usage elles peuvent être dans Fétude analytique des surfaces du troi- 
sième ordre. 

L'équation générale de ces surfaces peut se mettre sous la forme : 

r 

PoFoPi = /^Qo(QiQ,-*-'PoPi), 

où tous les paramètres, ceux de Pq exceptés, sont à déterminer. 

. Celte forme montre que P© est un plan tritangent, qui coupe les surfaces 
suivant les trois génératrices PoQo> PoQi> PoQii ^t fltie Qo est également un 
plan tritangent qui a une génératrice commune avec le précédent et qui 
passe en outre par les deux génératrices Qo/>o ^t Qq/^j- * 

De plus, il est clair que tout plan qui passe par l'une de ces génératrices 
coupera en général la surface suivant une conique. Ainsi le plan Pq = <zQo q^i> 
passe par la génératrice PqQo coupe S3 suivant une conique située sur la 
surface du second degré : 

Il en serait de même des plans qui passent par les autres génératrices. 

Cette conique pourra, dans des cas particuliers, se réduire à un système de 
deux droites, et l'on sera ramené alors aux vingt-sept droites de la surface. 

Il est évident du reste que l'on pourrait mettre l'équation sous une forme 
analogue à la précédente, en prenant Q, ou Q^ au lieu de Qo comme facteur 
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commun dans le second membre ; chacune de ces deux formes conduirait à 
deux génératrices nouvelles, et Ton aurait déjà, par là même, neuf de ces 
droites principales. 

Enfin cette forme un peu généralisée permet d'arriver à une détermi- 
nation des surfaces du troisième ordre plus générale que celle que nous avons 
vue précédemment. 

Car si Ton écrit Féquation générale S3 = 0, sous la forme suivante, dans 
laquelle les paramètres de Pi sont supposés connus, de même que ceux de Po, 

PoPoP, = i (QoQiQi -*- PoPoî^i), 

on verra que les plans Q^,, Q, etQj coupent chacun la surface suivant une 
conique située sur la surface du second degré 

et il en résultera que : 

Théorème. Etaiit donnés un plan et une surface du second degré, coupés 
par trois plans quelconques, le premier suivant trois droites, la seconde sui- 
vant trois coniques, ces six ligjies appartiennent à une surface du troisième 
ordre, qui sera entièrement déterminée si ton donne en outre un de ses points. 

Ces dernières formes d'équation pourraient se traduire en relations mé- 
triques auxquelles nous ne nous arrêterons pas. 

Une autre forme plus générale qui conduit immédiatement au même théo^ 
rème, ainsi qu'aux vingt-sept droites, est la suivante, dans laquelle les para- 
mètres de Pq sont supposés connus, et où S^ représente un polynôme complet 
du second degré à trois variables : 

PoS, = ^QoQ.Q,; (2) 

on peut même dire que cette forme est la véritable expression du théorème 
précédent. 

Pour en déduire les vingt-sept droites, on devrait la ramener à la forme 
précédente, ce qui est très-aisé, puisque, comme on l'a vu dans la théorie 
des surfaces du second degré, on peut écrire : 

p'o étant un polynôme linéaire donné. 

15 
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Si Ton suppose />J égal successivement à Qo>Qi>Q«, Féquation prendra 
les formes suivantes : 

IVopi = Qo (W},Q, H- A'Pop,) , etc. 

Mais ce second membre étant lui-même de la forme 

Qo • Sj , 
en posant 

ql étant^donné^ Ton aura : 

et en disposant de çj de telle sorte qu'il soit égal à Pq ou />, , on aura deux 
nouvelles équations de même forme que la précédente. 

On voit également qu'il en résulte le théorème suivant : 

Théorème. Si, par chacune des génératrices d'un plan tritangent à uw 
surface du troisième ordre, on mène un nouveau plan tritangmit, ces trois 
plans déterminent six génératrices nouvelles qui appartiennent à une même 
surface du second degré. 

Car on peut mener une droite qui s'appuie sur trois génératrices de S, et 
sur Po, Qo; cette droite et Pq, Qo déterminent un plan tangent à S, et par 
suite une seconde génératrice de S^. 

Ces diverses formes conduiront aux vingt-sept droites, conmie il est facile 
de s'en assurer. 

On peut encore donner à l'équation S, la forme suivante, dans laquelle 
P et P' sont deux fonctions linéaires données : 

PS, = AP'S;; (3) 

Cette forme exprime la propriété suivante : 

Théorème. Etant données deux surfaces du second degré qui se coupent, 
ainsi quune conique sur chacune de ces surfaces, la courbe d'intersection et 
les deux coniques, ainsi que l'intersection de leurs plam, appartiennent à 
une même surface du troisième ordre. 

"Cette surface sera entièrement déterminée si l'on donne en outre un de ses 
points. 
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On voit que cette dernière forme ne conduit pas immédiatement, comme les 
précédentes, à des relations métriques, à part le cas où Si et Si seraient des 
carrés parfaits (*). Pour ces surfaces particulières l'équation se ramènerait à 
la première forme que nous avons étudiée, et les modiflcations qu'il faudrait 
apporter aux énoncés de nos théorèmes généraux, pour les appliquer à ce 
cas, seraient tellement insignifiantes, que nous croyons inutile de reproduire 
ici ces énoncés. 

Sous les formes (2) et (3), l'équation des surfaces du troisième ordre ma- 
nifeste toutefois encore une propriété très-générale, en ce qu'elle appartient, 
comme nous le verrons, à toutes les surfaces algébriques : cette propriété est 
la généralisation du théorème de Desargues, que nous démontrerons plus bas 
pour une surface quelconque, et dont nous nous bornerons ici à donner 
l'énoncé : ♦ 

Généralisation du théorème de Desargues. Lorsqu'un systèyne de deux 
lieux est conjugué à une surface du troisième ordre, une transversale quel- 
conque rencontre' ces deux lieux et la surface en neuf points qui sont en invo- 
lution. 

Cette nouvelle forme du théorème de Desargues conduirait aisément à une 
expression du théorème de Pascal qui serait plus générale, mais moins inté- 
ressante que celle que nous en avons donnée plus haut. 

(*) M. Crcmona s'est occupé de ce genre particulier de surfaces dans le Journal de Crelle, 
t. LX. 
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SURFACES DE LA TROISIEME CLASSE, 



CHAPITRE IV. 



COORDONNÉES RECTILIGNES TANGENTIELLES. 



De même que les théorèmes de Pappus, de Desargues et de Pascal ont 
leurs corrélatifs pour les surfaces du second degré, de même ces théorèmes 
étendus aux surfaces du troisième ordre, doivent avoir également leurs cor- 
rélatifs. Ici toutefois les théorèmes corrélatifs ne s'appliqueront plus ea 
général à ces mêmes surfaces, mais à celles de la troisième classe, parce 
qu'au delà du second degré Tordre et la classe ne sont plus identiques. 

Le principe de dualité (*) aurait du conduire immédiatement les géomètres 
qui se sont occupés des surfaces du troisième ordre , aux propriétés corréla- 
tives de celles qu'ils avaient démontrées. Aussi avons-nous été étonné de ne 
trouver aucune mention de ces propriétés, même dans le mémoire de Steiner, 
l'un des géomètres modernes qui ont cependant considéré de plus haut et 
appliqué le plus fréquemment ce principe. Ceci nous semble prouver que 
cette application n'est pas toujours bien simple, et qu'en général on a besoin, 
pour l'entreprendre avec assurance, d'un fîl conducteur qui mette d'abord 
sur la voie. 

Pour nous, ce fil est l'analyse. Elle nous montrera, dans la forme même 
de l'équation des surfaces de la troisième classe, le germe des théorèmes 
corrélatifs des précédents. Après avoir établi la propriété fondamentale de 
ces surfaces, nous montrerons que le principe de dualité permet en effet d'y 
arriver, et nous ferons même usage de ce principe pour la déduction de 
quelques corollaires, auxquels l'analyse conduirait du reste sans difficulté. 

(*) Une (lémonstralion analytique irès-i'K'ganlc cl de nombreuses applications de ce principe 
ont clé données par M. Chasies dans son Aperçu Inslorique, pp. 575 et suivantes. 
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En désignant^ comme nous Favons fait dans Tapplication des coordonnées 
tangentielles aux surfaces du second degré ^ par ()().•• 4 I^s distances d^un 
plan mobile LX + MY+NZ+P=0 à six points fixes 0, 5 ; et en consi- 
dérant les trois équations simultanées 

nous voyons qu'elles représentent un plan passant par les points Q, Q', Q" 
qui partagent les droites 0, 1 ; 2,3; 4,5 dans les rapports 

i 1 i 



A / À 



Si ces trois variables sont assujéties à la relation 



i>/A"=fc=C'% 



Téquation de la surface enveloppe du plan mobile, en coordonnées tangen- 
tielles, sera 

équation qui est du troisième degré en X, Y, Z, et représente par consé- 
quent une surface de la troisième classe que nous appellerons S3. 

Il est clair que toutes les surfaces de la troisième classe pourront se repré- 
senter par une équation de cette forme; car leur équation générale en coor- 
données tangentielles, étant du troisième degré en X, Y, Z, fournira dix-neuf 
relations nécessaires et suffisantes pour la détermination des dix-neuf para- 
mètres de Téquation (1 Q. 

En outre, on voit qu'il y a précisément autant de systèmes de solutions 
qui permettent de donner à Féquation de la surface la forme (!'), qu'il y en 
avait de possibles dans la mise de l'équation des surfaces du troisième ordre 
sous la forme (i). Et cette remarque seule prouve déjà que, quand nous 
aufons déterminé, au moyen de l'équation (!'), un élément (point, droite 
ou plan) corrélatif d'un élément (plan, droite ou point) déterminé par l'équa- 
tion (1), il existera autant de ces premiers éléments qu'il en existe de ceux-ci. 

Cherchons donc la signification géométrique de l'équation (1 '). 



114 FONDEMENTS D'UNE GEOMETRIE 

On voit qu'elle est satisfaite par la combinaison de Tune quelconque des 
équations 

(^9=0. <y, = 0, <Î4 = 0, 

avec Tune quelconque des suivantes : 

^1 = 0, (Î5 = 0, (?5 = 0; 

or, Tune des combinaisons, telle que 

^0 = 0, ^1 = 0, 

représente, comme nous le savons, un plan quelconque passant par la droite 
0, 1 ; puisque ses équations satisfont à l'équation (!'), ce plan est tangent à 
la surface St ; et il s'ensuit que la droite 0, 1 est une génératrice de la sur- 
face. 

il en est de même de toutes les droites qui unissent un point pair à un 
point impair. 

Nous obtenons ainsi neuf droites de la surface passant trois à trois par un 
même point, et qui sont les arêtes de deux systèmes de trois trièdres, tels que 
chaque sommet d'un trièdre du premier système est le point de concours de 
trois arêtes appartenant respectivement aux trois trièdres de l'autre système. 

Afin de bien faire ressortir la dualité qui existe entre les surfaces du troi- 
sième ordre et celles de la troisième classe, nous nous permettrons d'em- 
ployer une dénomination nouvelle pour désigner un système de sommets tels 
que ceux que nous considérons, et nous conviendrons de l'appeler tm 
système de trigones conjugués. 

Dans les surfaces du troisième ordre, nous avons eu un système de trièdres 
conjugués tels que chaque face de l'un passe par trois génératrices appar- 
tenant respectivement aux trois faces de l'autre. 

Ici, nous avons de même un système de trigones conjugués tels que chaque 
sommet de l'un est le point de concours de trois génératrices passant respec- 
tivement par les trois sommets de l'autre. 

D'après une remarque précédente, autant nous avons de trièdres con- 
jugués pour le troisième ordre, autant nous aurons de trigones conjugués 
pour la troisième classe. 
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Or les surfaces du troisième ordre nous donnaient vingt-sept droites Tor- 
mant quarante-cinq triangles tritangents^ dont chacun représente une face 
de Tun des trièdres. 

Celles de là troisième classe nous donneront de même vingt-sept droites 
formant^ par leurs points de concours trois à trois ^ quarante-cinq sommets 
répondant aux quarante-cinq triangles tritangents. 

Au reste, Fexistence de ces vingt-sept droites est facile à établir analyti- 
quement; il suffit, pour cela, de considérer l'équation 

qui représente en coordonnées tangentielles un hyperboloïde ayant un qua- 
drilatère gauche commun avec Si; comme l'intersection de ces deux sui*faces 
est de la sixième classe, et qu'elles ont déjà un quadrilatère commun, elles 
auront en outre une conique commune ; mais on pourra déterminer a de telle 
manière que cette conique se réduise à un système de deux droites qui se 
coupent; de sorte que l'hyperboloïde coupe Si suivant deux nouvelles géné- 
ratrices. Et comme on peut déterminer neuf de ces quadrilatères gauches, on 
aura dix-huit génératrices nouvelles. 

Nous ne nous arrêterons pas davantage aux propriétés qu'offrent ces 
vingt-sept droites principales; elles nous entraîneraient beaucoup trop loin; 
comme nous l'avons fait pour les surfaces du troisième ordre, nous voulons 
nous borner, pour celles de la troisième classe, aux propriétés indispensables 
à l'étabhssement de nos théorèmes fondamentaux. Au reste, la dualité entre 
ces deux genres de figures étant maintenant établie par la coexistence des 
éléments corrélatifs , que nous venons de découvrir, on n'aura plus aucune 
peine à étendre, au moyen du principe de dualité, aux surfaces de la troi- 
sième classe, les propriétés qui ont été démontrées, dans les travaux cités 
plus haut, pour les surfaces du troisième ordre. Ce principe aurait même pu 
conduire à la découverte des vingt-sept droites des surfaces de la troisième 
classe : car ces surfaces sont les corrélatives de celles du troisième ordre; or, à 
des droites situées dans un même plan répondent, dans la figure corrélative, 
des droites concourantes; donc aux quarante-cinq triangles de Sleiner ré- 
pondent quarante-cinq sommets de trois droites concourantes. 
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Faisons toutefois encore la remarque suivante , dont nous aurons besoin 
pour la construction de la figure deBrianchon^ et qui se déduit très-aisément 
de ce qui précède : c'est que deux sommets et 2 qui n'ont pas de généra- 
trice commune suffisent à la formation de deux trigones conjugués, car les 
trois génératrices qui passent par chacun de ces sommets se coupent deux à 
deux en trois points 5, 7, 9; et les génératrices qui passent par ces points 
vont concourir trois à trois aux deux premiers sommets et à un sommet 
nouveau. 

Nommons système de tétragones conjugués un double système de quatre 
sommets tels que chaque sommet du premier système soit le point de con- 
cours de trois génératrices passant respectivement par trois sommets de 
l'autre. Nous appellerons sommets opposés de ces deux tétragones ceux qui 
ne sont pas situés sur une môme génératrice. 

Soient, par exemple, les deux systèmes de tétragones conjugués 0, 2,4,6 
et 1,3, 5, 7, tels que soit le point de concours de trois génératrices 
passant respectivement par 3,5, 7, etc; de sorte que les sommets opposés 
sont et 1, 2 et 3,- 4 et 3, 6 et 7. 

Au moyen des deux sommets et 2, formons, comme précédemment, le 
système de trigones conjugués 028 et 579; puis, au moyen des deux som- 
mets 4 et 6, le système de trigones conjugués 138 et 469. On voit que le 
système des deux tétragones conjugués peut se décomposer en deux sys- 
tèmes de trigones conj^ugués ayant deux sommets communs 8 et 9 ; et cette 
décomposition pourra se faire en prenant deux sommets quelconques de l'un 
des tétragones pour former le premier système de trigones , et les deux 
sommets non opposés de l'autre pour former le second système. 

Ces préliminaires étant posés, il nous sera facile de déduire de l'équa- 
tion (1') les théorèmes analogues aux corrélatifs de ceux de Pappus et de 
Desargues, et à celui de Brianchon. 

L'équation (IQ, traduite en langage ordinaire, s'énonce : 

1'. Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus. Dans un 
système de deux trigones conjugués inscrits à une surface de la troisième 
classe^ les produits des dislances d'un plan tangent quelconque aux sommets 
de ces deux trigones sont analogiques. 
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Il est facile d'en déduire le corollaire suivant^ dont l'expression analytique 
sera , en l'appliquant aux tétragones conjugués donnés en exemple : 

I 

c'est-à-dire : 

. Corollaire. Dans un système de deux tétragones conjugués inscrits à une 
surfojce de la troisième classe, les produits des distances d'un plan langent 
quelconque aux sommets de ces deux tétragones sont analogiques. 

On pourrait étendre le théorème à des systèmes conjugués plus com- 
pliqués. 

II est facile de passer du théorème corrélatif de celui de Pappus au corré- 
latif de celui de Desargues; nous omettrons la démonstration, qui est iden- 
tique à celle que nous avons donnée dans la théorie des surfaces du second 
degré. 

Ir. Extension du théorème corrélatif de celui de Desargues. Dans un 
système de deux trigones conjugués inscrits à une surface de la troisième 
classe, les trois couples de plans menés par une droite quelconqxie et par ses 
smnmets opposés pris deux à deux, et les trois plains tangents menés par 
cette droite à la surface formant trois ternes de plans qui sont en involution. 

L'expression analytique la plus simple dé cette involution sera, pour les 
trigones conjugués 0, 2, 4 et 1,3,5, en appelant 0, T, etc. lés angles que 
le plan mené par et une droite quelconque D fait avec Tun des plans 
tangents T, menés par D à la surface : 

sin (0, T,) sin (2, T,) sin (4, T,) __ sin (0, T,) . . _ sin (0, T,) . . 
sin (I, T.) siii (3,T,) sin (5, T,) "" sin (1, T,) .. "" sin (1, T,) . . ' 

Ce théorème permet de construire autant de plans tangents qu'on voudra 
à une surface de la troisième classe déterminée par un système de deux 
trigones conjugués et par un plan tangent. Le corollaire le plus important 
de ce théorème est le suivant : 

Corollaire. Lorsque deiix systèmes de trigones conjugués inscrits à une 
surface de la troisième classe sont situés de telle manière, que les droites qui 
unissent quatre couples de sommets des deux trigones s'appuient sur une 

46 
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même droite, on concourent en un même point, les droites qui uniront les 
deux autres couples de sommets, s'appuieront sur cette même droite, ou co^ 
courront en ce même point. 

Soient, en effet, le système de trigones conjugués 0, 2, 4 et 1, 3, 5; et 
un deuxième système 0', 2', 4', et 1', 3', 5'; supposons que les droites 00', 
11', 22', 33', s'appuient sur une même droite D. En menant par cette droite 
les trois plans tangents T,, Tj, T3, ainsi que ceux qui passent par les sommets 
des deux trigones, et en appliquant le théorème qui précède, nous verrons 
que les trois ternes de plans 

T,,T„T5; OD, 2D, 4D; iD, 3D, 5D, 

de même que, 

T,,T„T5; 0'D,â'D,4'D; i'D, 5'D,5'D, 

sont en invôlution. 

Or les plans OD et O'D, ID et l'D, 2D et 2'D, 5D et 3'D coïncident, 
par hypothèse; donc 4D et 4'D, SD et 5'D coïncideront également en vertu 
du lemme algébrique que nous avons donné sur Tin volution , page 1 5 ; les 
droites 44' et 55' s'appuient donc aussi sur D, ce qui démontre la première 
partie du corollaire. 

La deuxième partie en résulte évidemment. 

' De ce corollaire nous déduisons le théorème suivant, qui est Fanalogue de 
celui de Brianchon pour les coniques : 

IV'. Extension du théorème de Brianchon. Dans un système de deux 
tétragones conjugués inscfits à une surface de la troisièfne classe , les droites 
qui unissent deux à deux les sommets opposés concourent en un même point. 

Considérons en effet les tétragones conjugués 0246 et 1357, que nous 
décomposons en deux systèmes de trigones conjugués : le premier 028 et 
579; le second 138 et 469. 

Les droites qui unissent les sommets 0,1 et 2, 3 se coupent, puisque Jes 
génératrices , 3 et 2 , 1 se rencontrent au point 9. Nous pouvons donc 
dire que les quatre droites qui unissent les couples de sommets 0, 1 ; 2, 3; 
8, 8 et 9, 9 des deux trigones conjugués se coupent en un même point; donc, 
en vertu du corollaire précédent, celles qui unissent 4, 5 et 6, 7 se coupent 
en ce môme point. 
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On a vu, au reste, dans la démonstration générale de ce théorème pour les 
courbes planes, pourquoi ce sont les sommets opposés seuls qui jouissent de 
cette propriété. i 

Il est clair que la combinaison des points d'intersection des génératrices qui 
unissent en croix deux sommets opposés des tétragones conjugués, comme 
0, 3 et d, 2 ou 2, 3 et 4, 4, donnera lieu à différents autres systèmes de tétra- 
gones conjugués, auxquels on pourra appliquer le théorème de Brianchon. 

Maintenant que le lecteur a vu la corrélation qui existe entre les pro- 
priétés des surfaces de la troisième classe, et celles des surfaces du troisième 
ordre que nous avons tirées de Téquation S3 = ABC — /rA'B'C = 0, il lui 
sera facile de traduire également en coordonnées tangentielles les résultats 
auxquels nous avons été conduit par la considération des autres formes de 
Téquation S3 = 0, et d'énoncer ces résultats pour les surfaces de la troisième 
classe. 

Nous ne donnerons ici que l'interprétation métrique la plus générale de 
ces formes d'équation, en renvoyant à la fin du chapitre suivant pour Tintel- 
ligence de l'énoncé. 

Généralisation du théorème corrélatif de celui de Desargues. Lorsqu'un 
système de deux lieux est conjugué à une surface de la troisième classe, si 
par une droite quelconque on mène trois plans tangents à chacun de ces 
deux lieux et à la surface, ces neuf plans seront en involution. 

On déduira aisément de ce théorème un corollaire plus général que celui 
que'nous venons de donner sous le nom de théorème de Brianchon. 



CHAPITRE V- 
SURFACES SUPÉRIEURES. 



Avant de traiter de ces surfaces en général, nous commencerons par faire 
observer que tous les théorèmes auxquels nous sommes arrivé dans l'étude 
des courbes planes s'étendent tout naturellement aux cônes, et, par suite, aux 
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cylindres, qui ont ces courbes pour bases. Il suffira, pour arriver è celte exten- 
sion, de remplacer les côtés des polygones inscrits ou circonscrits par les faces 
des angles polyèdces formés en menant des plans par ces côtés el par le 
sommet du cône. 

Soit en effet S le sommet d'un système de coordonnées coniques, sommet 
que nous supposerons sur Taxe des Z à une distance h de l'origine des coor- 
données rectangulaires X, Y, Z; prenons pour coordonnées coniques du point 
X, Y, Z la distance s de ce point au sommet, et les coordonnées x et y du 
pied de cette droite, prolongée jusqu'au plan des XY. 

Il est clair que toute équation en a? et y seuls représentera un cône de 
sommet S , et dont la base sera le lieu plan représenté en coordonnées recti- 
lignes par cette équation ; et en outre que l'expression linéaire cï=aa?-|-é^-|-c, 
qui, dans le système des coordonnées rectilignes, est proportionnelle à la 
distance du point a?, y à la droite cJ=0, sera, dans le système des coor- 
données coniques, proportionnelle à la distance d'un point quelconque x, y, \ 
au pfan S, i. 

Car on a h x y 



d'où 



z X— X y—Y 



a:(4-^)=X; y(,-g=Y; 



et 



«X -*- iY -+- c U 



V hj Soi ..r / Z\) 

ax -\- by -\- c = ^ =~ J aX-»- oY-t- c II — 7- ) J » 

h 

en appelant ^o 1^ distance du sommet S au pied de la projetante conique du 
point X, Y, Z. Et de ces formules on déduit aisément les propositions 
énoncées. 

Les théorèmes de Pàppus, de Desargues, de Pascal, ainsi que leurs généra- 
lisations, existeront donc pour les cônes et les cylindres des ordres supérieurs 
au même titre que pour les courbes planes; et leurs corrélatifs auront lieu de 
même pour les cônes et les cylindres des classes supérieures. 

Pour les autres surfaces d'un ordre supérieur au troisième, il n'est, i)arini 
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ces théorèmes, que celui de Desargues qui leur soit généralement appfi- 
cable. 

Nous appelons système de deux lieux conjugués à une surface du n"*" 
ordre un double système de surfaces telles que les intersections de chacune 
des surfaces du premier système avec celles du second se trouvent sur la 
surface donnée; de sorte que, si pour la surface S„= le premier système de 
lieux conjugués se compose des surfaces S^ et S^, le second des surfaces S^. 
et SJ' (en supposant /?+^=/?'+ 9'=») réquationSH=0 pourra s'écrire. 



SpSç — A-Sp.s;,. = s.. = 0. 



« 



(i) 



Nous ferons remarquer que les surfaces d'ordre supérieur peuvent toujours 
se mettre sous cette forme; ainsi, par exemple, si les paramètres de.Po sont 
donnés, et tous les autres à déterminer, on poura écrire les équations des 
surfaces du quatrième, du cinquième et du sixième ordre sous les formes sui- 



vantes : 

PoS3-PiPA =S,= 0; 
P0S4— PtS,S; =S« = 0; 

et ainsi de suite. 

Cette définition posée, le théorème de Desargues s'énoncera pour toutes 
les surfaces algébriques : 

Généralisation du théorème de Desargues. ^ Lorsqu'un système de deux 
lieux est conjugué à une surface algébrique du n'"° ordre, une droite quel- 
conque rencontre la figure formée par ces deux lieux et la surfojce en 3n 
points qui sont en involution (*). 

Nous démontrerons le théorème pour la forme d'équation (1); on procé- 
derait de même pour les formes analogues. 

Soit D une droite qui coupe 

s. en 0,, Os, ... 0»; S, en M, ... Mp; S, en M^^., ... M»; Sj,, en }\\ ... Mj^ et S^. en Mp.^i ... M;,. 

Si par le point 0, (a?, y, ^) on mène à l'axe des z une parallèle qui coupe 



(*) Comp. Poncelet, Traiié des propriétés projectives, 2""" éd., t. II, p.' 24(5. 
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Sp, Sç etc. aux points N, ... N^, N^, ... N„, etc. dont les z sont respectivement 
désignés par ^, ... z„^ etc. on pourra écrire : 

Sp = (z — z,) ... {z — Zj,). S, = (2 — Zp^i) ... (z — zj ; 

ou 

Sp = O.N, ... 0,Np. S, = 0|N^^, ... 0,N, ; 

d'où 

Sp . s, = OiN\ ... 0,N, ; 

On trouverait de même : 

De sorte qu'en vertu de Téquation (1) nous aurons : 

Mais par le théorème de Carnot appliqué aux surfaces, on a aussi ; 

OtN, ... OiN, = A . 0|M, ... OjM. ; 

o,n; ... 04N' = A. 0|M; ... OjM;,; 

« 

les rapports h et h' restant constants, quelque soit le point 0,, pour les 
mêmes directions des sécantes. 

m 

Les trois égalités précédentes auront encore lieu si Ton y substitue les 
points Oi...O„ au point 0,, et Ton en déduira : 

0,M, ... 0,M„ ^ OjM, ... 0«M„ _ 0,M, ... O^M, 

o,m; ... o.m; "" o^m; ... o^m; ~" ' ^ o,m; ... o„m; ' 

ce qu'il fallait démontrer. 

En traduisant en coordonnées tangentielles les résultats qui précèdent, on 
démontrera pour les surfaces algébriques le corrélatif du théorème de De- 
sargues, et l'on déduira de ces théorèmes ceux de Pascal et de Briânchon; 
après les développements que nous avons donnés à ces modes de démonstra- 
tion dans la théorie des courbes algébriques, et dans celle des surfaces du 
second et du troisième degré, le lecteur n'éprouvera aucune difficulté à tirer 
ces déductions; nous nous bornerons donc, pour bien faire voir la dualité 
qui existe entre les deux genres de théorèmes, à mettre en regard, dans le 
tableau suivant, les propriétés correspondantes des surfaces du n*"* ordre et 
de celles de la w*"' classe. 
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Dans la colonne de gauche, Sn représentera une surface du w"'* ordre, S, 
un plan; dans celle de droite, Sn représentera une surface de la n*"" classe, 
Sf un point 



n"" OBttRK. 



Sa esl coupée par une droite en n poinis : si la droite 
varie le lieu de ces points constitue S.. 

s,, Sm, Sh onl m.n poinis communs. 

Si s, varie, le lieu de ces poinis communs à S., et 
s» sera tel que tout plan S^ le coupe en mn points; 
c'est une courbe d'ordre mn. 

Sa = Sm — ^Sm' = esl réqualion d'une surface 
qui renferme tous les poinis communs à S^ et Saf. 

Si ces lieux S*, et S.»' sont du »"** ordre, ils sont 
conjugués à S« . 

THÉORSMK DE DSSARGUES. 

Lersqu^un système de deiat lieux est conjugué à 
une surface du n"" ordre, une droite quelconque ren- 
contre la Ggure formée par ces deux lieux et la sur- 
face en on poinis qui sont en involulion. 

THiORÈHB DE PASCAL. 

Si deux systèmes de lieux conjugués à une surface 
du n"*' ordre sont tels que u + 1 points d'inlerseclion 
de ces systèmes soient en ligne droite, il y aura n — 1 
autres poinis dMntersection de ces syslèmes sur celte 
même droite. 



«"•* CLlSf^K. 



Par une dixiile on peut mener n plans tangents à 
S« : si la droite varie, l'enveloppe de ces plans con- 
stitue S«. 

Sj, S«, Sa onl m. M plans tangents communs. 

Si Sj varie» Tenveloppe de ces plans tangents com- 
muns à Sa, el Sa sera telle que par tout point S, on 
peut lui mener mn plans tangents; cVsl une courbe 
de classe mn. 

5a = Sa. ~ A'Sa,' = esl l'équalion d'une surface à 
laquelle sont tangents tous les plans tangents à la fois 

à Sai et Sai'. 

Si ces lieux S.» el S.,' sont de la n"*' classe, ils sont 
conjugués à Sa. 

TflÉORÈNE CORRÉLATIF. 

Lorsqu*un sjrstènse de deux lieux esl conjugué à 
une surface de la ;i"*« classe, si par une droite quel- 
conque on mène à ces deux lieux et à la surface 
Zn plans tangents, ces plans seront en involulion. 

THÉ0RÈ1IB DE BRIAKCBOIf. 

Si deux systèmes de lieux conjugués à une surface 
de la n"" classe sont tels que n -t- 1 plans tangeiils 
communs à ces systèmes se coupent suivant une 
droite^ il y aura n — 1 autres plans tangents h ces sys- 
tèmes, qui se couperont suivant cette même droite. 



Ces théorèmes présenteront pour Fétude des surfaces algébriques les mêmes 
avantages qu'offrent, pour Tétude des courbes planes, les théorèmes analogues. 
Il faudrait, pour les appliquer, aborder la théorie des surfaces particulières, 
ce que nous ne pourrions faire sans abandonner l'objet essentiel de notre 
travail, l'extension des théorèmes fondamentaux de la géométrie supérieure. 
Au reste, au delà du troisième ordre et de la troisième classe, il n'existe plus, 
en général, de systèmes de polyèdres conjugués réels, de sorte que les 
théorèmes les plus intéressants font défaut. On pourrait, à la vérité, en pro- 
cédant comme nous l'avons fait dans Y Addition à la théorie des courbes 
planes, arriver de même à généraliser le théorème de Pascal pour les sur- 
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faces : le lecteur effectuera aisément lui-même cette généralisation^ dont 
ridée, au surplus, se rencontre dans Gergonne (*). 

Nous arrêterons donc ici nos recherches générales sur les surfaces algé- 
briques, dans les systèmes de coordonnées rectilignes ponctuelles et tangen- 
tielles. 

Dans le chapitre suivant nous nous occuperons de l'extension du théorème 
de Newton aux surfaces. 



CHAPITRE VI. 



COORDONNÉES TRIÉDRIQIES ET DIÉDRIQUES. 



Dans les chapitres précédents nous avons étendu aux surfaces algébriques 
les théorèmes de Pappus, de Desargues, de Pascal et de Brianchon, en 
suivant une voie toute semblable à celle que nous avons suivie dans la 
géométrie plane. 

L'extension du théorème de Newton aux courbes planes supérieures a 
nécessité l'emploi de coordonnées appropriées à cette recherche; et nous 
avons fait usage, dans ce but, des coordonnées bipolaires. 

Pour étendre ce théorème aux surfaces, l'analogie nous conduit naturel- 
lement à imaginer un système de coordonnées dans l'espace analogues aux 
coordonnées bipolaires planes. 

Un point étant déterminé dans ce dernier système par l'intersection de 
deux droites passant par deux points fixes, il le sera d'une manière analogue 
dans l'espace par l'intersection de trois plans passant par trois droites fixes. 
Mais ces trois droites peuvent être situées, ou non, dans un même plan, et, 
suivant le cas, on aura deux systèmes différents de coordonnées, dont le 
second renferme le premier comme cas particulier. 

C'est par le premier système, comme le plus simple, que nous commen- 
cerons. 

(*) Annales de Gergonne, t. XVI. 
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/ 

/ 

Nous nous bornerons à montrer, par quelques exemples, l'utilité de ces 
coordonnées dans la recherche des théorèmes analogues à celui de Newton^ 
ou à quelques autres modes de description angulaire des coniques; mais 
nous jugeons inutile d'appliquer ici les moyens de généralisation que nous 
avons indiqués au chapitre des coordonnées bipolaire^. 

Nous diviserons le présent «hapitre en trois paragraphes : 

Le premier traitera des coordonnées triédriques particulières; 

Le deuxième des coordonnées diédriques; 

Le troisième des coordonnées triédriques générales, 

§ L Coordonnées triédriques particulières. 

Si par chacun des trois côtés d'un triangle, et par un point de l'espace, on 
fait passer un plan, ce point sera déterminé par l'intersection de ces trois 
plans, et, en conséquence, par les angles dièdres que chacun d'eux fait avec 
le plan de la base; ici, comme dans la géométrie plane, ce sont les cotan- 
gentes de ces angles qui nous serviront de coordonnées. 

Soit OPQ le triangle pris pour base; y, x, ^ les angles dièdres que forment Fig. xvi. 
avec T.ette base les plans OPM, OQM, PQM; et «, /S, y les cotangentes de ces 
angles : 

as=cot^; p = cot%; y=col^. 

Pour transformer, de la manière la plus simple, des coordonnées rectan- 
gulaires en coordonnées triédriques, prenons le plan de la base pour plan 
des xtfy le sommet pour origine, le côté OP=a pour axe des x\ désignons 
enfin par e l'abscisse, et par f l'ordonnée du point Q; par 6 et c les côtés 
OQ et PQ. 

Abaissons l'ordonnée z du point M; et de son piecl N les perpendiculaires 
aux trois côtés de la base, NQ'=y, NP' et NO'. Ces trois droites détermi- 
neront, avec MQ', MP' et MO' respectivement, les angles 9, x^*^- 

Le triangle MNQ' donne d abord 

17 
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Les équations de la droite OQ étant 






celle du plan OQM sera de la forme : 

ey — fx -^ kz = 0^ 

d'où nous déduirons 



cos X ==' 



et par suite 



k k fx — ey 



■ • . • 



Les équations de la droite PQ étant 

f 

y = (x — o), J3=0, . 

celle du plan PQM sera de la forme 

(e — a) y — f(x — a) -h fo = ; 

d^où nous déduirons 

k 

cos ^ = — » 

et par suite 

*^= 1 = L=^T} ; — : r~ ^'' 

k k f(x^a) — {e--ii)y 

Les équations (1), (2) et (3) sont les relations cherchées; elles donnent 

~ asCOt ^ ss a, 

f X e y 

f\x — a e — a y 

7 — : = cot^ = r; 

c z c z 
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d'où Ton déduit : y » ik'\ 

z 

X b e 

i—f^-^r- ' • ■ ^'' 

--J'^f-jr. . (5) 

On voit par là que ^> | et- sont des fonctions linéaires de a, /3 et y, et par 
conséquent que Féquation d'une surface sera du même degré dans les deux 
systèmes dé coordonnées. 

Commençons par interpréter les équations les plus simples en coordonnées 
triédriques. 

Désignons par ABC le triangle de la base, et par «, /3, y les cotangentes 
des drièdres qui ont pour arêtes les côtés opposés à ces trois sommets. 

a == (ou /3 = 0, ou y = 0) représente un plan perpendiculaire à la base 
et passant par BC (ou par AC, ou par AB) ; 

a=oo(ou /3=oo, ouy=oo) représente le plan de la base ; 

a = c*® représente un plan quelconque passant par BC, etc. ; 

a -f- ^i3 = 0, un plan perpendiculaire à la base et passant par C, etc. ; 

«■J- A'/3 = c*% un plan quelconque passant par C, etc. ; 

a + A/3 + /y == 0, un plan perpendiculaire à la base; 

« + A/3 + fy = c*% un plan quelconque. 

De là résulte que les équations simultanées « = , /î = représentent la 
perpendiculaire élevée en C à la base, etc., et « = c*% /S = c^V^ï^^ oblique 
passant par C, etc. 

Toute équation homogène en «, /3, y, représente un cylindre perpendicur 
laire à la base; car transformée en coordonnées rectangulaires, elle donnera 
une équation en a: et y seulement. 

L'équation 

représente un cylindre perpendiculaire à la base et passant par A, B, C. 
L'équation 

(a — a) (p — p') -+- m (p - p') (r — y) + n (r— y) (« — «') = 

représente un cône passant par A, B, C, et de sommet «', /S', y'. 
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L'équation «p -+- m^yy^ tpya. = c" 

I 

représente une surface du second degré passant par A^ B^ C^ et ayant la base 
pour plan principal. 

L équation ^^^ ^ wpy-+- nya. -*- ma -f- li'jS -f- pV= c* 

représente une surface du second degré passant par A, B, C; tandis qu'une 
équation qui renfermerait / représenterait une surface qui ne passerait point 
par C, etc. 

Dans la suite nous conviendrons de désigner par (a) Tangle dont la cotan- 
gente est «; et nous appellerons quelquefois pôles, par abréviation, les sommets - 
de la base du tétraèdre. 

Ces quelques préliminaires exposés, nous commencerons par chercher le 
théorème qui correspond , dans l'espace, à celui que Newton a donné pour le 
plan. 

Dans ce dernier théorème, deux angles constants tournent autour de leurs 
sommets, de manière que le point d'intersection de deux de leurs côtés 
décrive une droite : dans l'espace, nous devons donc avoir trois dièdres 
constants tournant autour de leur arêtes, de manière que le point d'inter- 
section de trois de leurs faces décrive un plan ; et il s'agira de chercher le 
lieu des points d'intersection des trois autres faces. 

Soient donc trois dièdres constants (a), (6) , (c) dont les faces supérieures 
forment avec la base des dièdres (a), (/5), (y) satisfaisant à la relation 

ma -♦- «j3 -4- pr -♦- qf := ; 

les faces inférieures fwmeront, avec la même base, des dièdres 

(«') == (a) — (a) , eic. ; d'où a «= , etc. ; 

valeurs qui, substituées dans l'équation précédente, donneront 

- m(aa'— l)(p'H-6)(r'-^c)-i-..:-4.ç(a'^a)(p'-t-6)(y'-*-c) = ... (4) 

Cette équation est satisfaite par 

a' = — a et p' = — b\ ou a' = — a et r == — <' ; ou p' = — 6 et r == — f'. 
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Elle représente donc un cône dont le sommet a pour coordonnées triédriques 
— a y — 6, — c. Donc : 

I. Théorème analogue a celui de Newton. Si trois dièdres constants^ 
ayant pour arêtes les trois côtés d'un triangle, tournent autour de ces arêtes 

« 

de manière que le point d'intersection des faces supérieures décrive un plan, 
celui des faces inférieures décrira un cône du troisième ordre qui passera 
par les trois pôles, et dont le sommet sera le st/mé trique de celui du tétraèdre 
déterminé par la basé et les trois dièdres constants. 

11 existe des cas particuliers où ce théorème se simplifie considérablement; 
nous n'examinerons que les plus importants. 

Le terme en a/3y de Féquation (4) a pour coefficient 

ma -*- nfc -«- pc -H 9; 

c'est-à-dire qu'il est nul si les trois dièdres constants satisfont à l'équation du 
plan donné. Donc : 

II. Premier cas particulier. Lorsque les trois dièdres constants à la base 
d'un tétraèdre tournent autour de leurs arêtes de manière que le point (Tinter- 
section des faces supérieures décrive un plan, le point d'intersection des faces 
inférieures décrira un cône du second degré passant par les pôles, et ayant 
pour sommet le symétrique de celui du tétraèdre. 

Supposons 9 = : le plan donné sera perpendiculaire à la base; et en 
outre soient a=6=»c=0 : c'est-à-dire que les dièdres constants sont droits. 
L'équation (i) devient dans ce cas : 

mp'y ■+- nx'y -♦- j3a'^'= 0, 

qui se déduit du reste immédiatement de l'équation du plan en y changeant 

i 
a en — -; > etc. 

Cette dernière équation représente un cylindre du second degré perpen- 
diculaire à la base^ et passant par les sommets de celle-ci. Donc : 

III. Deuxième cas particulier. Si trois dièdres droits qui ont pour arêtes 
les trois côtés d'un triangle tournent autour de ces arêtes de manière que le 
point d^ intersection de trois de leurs faces décrive un plan perpendiculaire à 
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celui du triangle y le point d'intersection des trois autres faces deaira un 
cylindre du second degré passant par les sommets du triangle et perpendi- 
culaire à son plan. 

Poursuivons ces analogies entre les propriétés du plan et celles de Fespace , 
et cherchons quel est le théorème qui correspond, dans Fespace, au théorème 
généralisé de Newton. " . . 

Considérons trois dièdres constants (a), (6), (c),dont les faces supérieures 
forment avec la base des dièdres (a), (i3), (y) satisfaisant à la relation 

Les faces inférieures formeront avec la base des dièdres 

lia — 1 

(x) = uy — (a) , etc. ; i\ où a = » etc. , 

a -I- a 

s 

valeurs qui, substituées dans Féquation. (5), donneront : 

D'où résulte le théorème suivant : 

IV. Théorème analogue au théorème généralisé de Newton. Lorsque 
trois dièdres coûtants., qui ont pour arêtes les trois côtés d'un triangle, 
tournent autour de ces arêtes de manière que le point d'intersection des faces 
supérieures décrive une surface du second degré paissant par les pôles, le 
point d'intersection des autres faces décrira une surface du troisièine ordre 
passant également par les pôles. 

Ce théorème, de môme que le premier, donne lieu à des cas particuliers 
très-remarquables. 

Si Ton considère le terme en «'^S'y', on verra qu'il a pour facteur 

• mab ■+■ nac ■*• pbc +■ m'c ■+- n'b h- p'a -4- f/, 

et qu'il disparaîtra si les trièdres constants satisfont à l'équation de la sur- 
face (5); donc : 

V. Cas particulier. Lorsque les trois dièdres constants à la base d'an 
tétraèdre tournent autour de leurs arêtes de manière que le sommet du 



SUPERIEURE CARTESIENNE. <3I 

tétraèdre décrive une surface du second degré passant par les pôles, le point 
d'intersection des trois autres faces des dièdres décrira également mie surface 
du second degré passant par les pôles et par le symétrique du sommet du 
tétraèdre primitif. ' 

Ce théorème ramène, comme H est aisé de le voir, la construction d'une 
surface du second degré déterminée par neuf points à celle d'une autre surface 
également déterminée par neuf points; mais comme rien ne dit que celte der- 
nière est plus aisée à construire que l'autre, la question n'est pas résolue par 
le théorème qui répond, dans l'espace, au théorème de Newton dans le plan. 

Parmi les autres modes de description d'une surface du second degré par 
le niouvement du sommet d'un trièdre, il en est un assez remarquable pour 
que nous nous y arrêtions un moment; on reconnaîtra immédiatement l'ana- 
logie qui existe entre ce mode de descriptioo, et un mode bien connu de 
description des coniques. 

Supposons qu'entre les trois dièdres à la base d'un tétraèdre il existe une 
relation de la forme : 

ôy— 1 

dt (a) = (S) H- (r) ; d'où =b a == » ou ap H- «r q= fy d= I = ; 

P -*- y 

ce qui conduit à Fénoncé suivant : 

VI. Théorème. Si l'on fait rhouvoir les trois faces d'un tétraèdre de nui- 
nière que la somme algébrÀque des dièdres à la base reste constamment nvJle, 
le sommet du tétraèdre décrira une surface du second degré passant par les 
sommets de la base y et ayant celle-ci pour plan principal. 

Il est à remarquer que dès que Ton donne, outre les sommets de la base, 
un point de cette surface, on peut en déterminer six au-dessus de la base, et 
six symétriques en dessous, à cause de la forme de l'équation; car si le point 
donné est déterminé par 

un second point le sera par 

et l'on trouvera de même quatre autres points en attribuant à a les valeurs 
6 pu c. 

C'est ce qui explique comment cette surface est complètement déterminée 
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par un tétraèdre inscrit (pourvu que Ton sache quel est le sommet mobile). 

Le môme théorème subsiste évidemment si la somme algébrique des 
dièdres, au lieu d'être nulle, est égale à deux droits. 

Si cette somme était égale à une autre constante quelconque, le sommet 
décrirait une surface du troisième ordre. 

^5 11. Coordonnées diédriques. 

Au moyen d'un système de coordonnées triédriques plus général que celui 
dont il vient d'être question, les théorèmes précédents prendront une exten- 
sion plus considérable. 

Mais avant d'aborder celte généralisation, nous commencerons par l'étude 
d'un système de coordonnées diédriques propres à manifester certains modes 
de génération 4es surfaces réglées. Ces coordonnées diédriques nous con- 
duiront tout naturellement à un système triédrique, qui renfermera comme 
cas particulier celui dont nous venons de faire usage. 

Considérons deux droites dans l'espace, Dq et D,, faisant entre elles un 
angle ((J), et un plan quelconque, parallèle à ces deux droites, et que nous 
nommerons base : si par un point M de l'espace, et par chacune de ces droites^ 
nous menons des plans MDq, MD^ faisant avec la base des dièdres (a), (/3)^ 
les cotangentes a et /3 de ces deux dièdres seront les coordonnées diédriques 
de l'intersection des deux plans. 

Pour les exprimer en coordonnées rectangulaires, soit prise la projection 
de Do sur la base pour axe des Y, la plus courte distance de Do et D| pour 
axe des Z, et la perpendiculaire à ces deux droites pour axe des X. 

Appelons z^ et z^ les distances des deux droites à la base. 

Le plan MD^ a une équation de la forme 

r — Zo -*- A'oX = ; d'où A'o = — ^ » 

X 

^* COs(a)= * 



Kl -f- k\ 

par suite ' 

1 X 






1*0 z — Zq 
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Le plan MDj a une équation de la forme 



z — Z| -*-/?! (y— Jx) = 0, d'où k^ = 



z — z, 
y — (Tx' 



et 


\ 


, 


sin \j3l) 




a 




en faisant 


sin (<?) 


— ^ (T* 




'' VX 


+ *Î0 


+ <»•) 


l/'sin* (cf) + 


*î 


\/<r' + 


*î 


" > 


on en 


déduit 






a 

'-% — 


y 

■ a - 
Z- 


-Sx 

— 2| 











Si Ton a une relation entre « et /3, elle représentera une surface réglée 
engendrée par Fintersection des plans MDo et MDi ; et si cette relation est de 
Tune des formes 

a -4- 6p -♦- c =» , 
OU 

«s -f- aa -♦- 6p -f- c = 0, 

elle représentera une surface du second degré, dont les droites Dq et D^ 
seront des génératrices. 

On déduit de là les théorèmes suivants : 

VII. Théorème. Si deux dièdres constants tournent autour de leurs arêtes 
de manière que Vintersection de deux de leurs faces décrive une surface du 
second degi^é qui renferine ces arêtes, l* intersection des deux autres faces 
décrira de même une surface du second degré renfermant ces arêtes. 

Ce théorème a pour corollaire celui que M. Ghasies a donné dans son 
Aperçu historique (*) comme analogue, dans Fespace, à celui de Newton. 

VIII. Théorème. Si deux plans tournent autour de deux droites respec- 
tivennent situées dans l'un deux, de manière à former constamment entre 
eux un dièdre droit, leur intersection décrira une surface du second degré 
renfermant ces deux droites. 

Ce théorème a été donné par Binet. Poncelet et Steiner en ont donné 
également d'autres analogues, et qu'il serait aisé de déduire de celui-ci (**). 

« 

(•) Aperçv historique, p. 405. 

(**) Steiner, Systematische Entwickelung, etc., pp. Î2i8 et suiv. 

18 
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L^analyse montre immédiatement que c'est ie cas sçul du dièdre droit qui 
conduit à la génération d'une surface du second degré ^ tandis que^ dans le 
cas d'un autre dièdre constant^ la surface s'élève au quatrième ordre. La 
solution de ce cas a été proposée par Steiner, à la page 302 de son ouvrage, 
comme problème à résoudre. 

On démontrera très-simplement, au moyen des coordonnées diédriques, 
différents autres théorèmes proposés par le géomètre de Berlin, et en parti- 
culier les théorèmes XVII , XIX et XX (*). 

§ IIL Coordonnées triédriques générales. 

Pour arriver à un système de coordonnées triédriques analogues à celles 
dont nous venons de faire usage, imaginons une troisième droite D^ paral- 
lèle, comme D^ et D,, à la base; ses équations seront : 

1/ -f- ax -4- 6 = 0. 

Celle du plan ^\D^ sera donc : 

jj — jz, -♦- fci (y -*- ttx •♦- 6) ss= 0; 

d'où comme plus haut : 

sin (J^) ''^ y -^ ax -^ b 
cos (yj = , .r - et 9/= — = — d, — 

Si par le point iM, et par chacune de nos droites Do, D,, D,, nous menoo^ 
un plan, les eotangentes a, /3, y des angles que ces trois plans font avec U 
base seront les nouvelles coordonnées triédriques du point M. 

Une équation entre <x, /S, 7 représentera donc une surface engendrée par 
Je mouvement de ce point, ou des trois plans qu'il détermine. 

Si cette équation est du premier degré, elle représentera en général une 

(*) Steiner, Sijsiematische Enticickelungy pp. 299 et suiv. 
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surface du troisième ordre passant par les trois droites fixes. Il en sera encore 
de même si l'équation est du second degré ^ mais privée des carrés des coor- 
données; et enfin la surface sera également du troisième ordre ^ si Téquation 
renferme en outre le produit des trois coordonnées. Si, au contraire, l'équa- 
tion renferme les carrés des coordonnées, la surface sera du sixième ordre; 
et ainsi de suite. 

Ces considérations permettront de généraliser les théorèmes précédents; 
ainsi par exemple : 

IX. Théorème. Si trois dièdres constants, dont les arêtes sont parallèles à 
une même base, tournent autour de ces arêtes de manière que le point d'inte^*^ 
section de trois de leurs faces parcoure une surface du troisième ordre ren- 
fermant ces arêtes, le point d'intersection des autres faces en fera de même. 

X. Théorème. Si trois plans tournent autour de trois droites parallèles à 
une même base, de manière que la somme algébrique des dièdres qu'ils font 
avec cette base soit constante, leur point d'intersection décrira une surface du 
troisième ordre renfermant ces trois droites. 

On pourrait enfin imaginer des coordonnées triédriques plus générales 
encore que les précédentes, en supposant que les trois droites Dq, Dj, D^ ne 
sont plus parallèles à un même plan; mais dans ce cas une surface d'un degré 
simple dans ce système de coordonnées serait d'un ordre généralement plus 
élevé que dans le système précédent. 

Les coordonnées triédriques conduisent aisément, comme on vient de le 
voir, à la détermination des surfaces engendrées par le sommet d'un trièdre 
dont les faces tournent autour d'une droite suivant une loi donnée, et par 
suite à tous les théorèmes analogues, dans l'espace, à celui de Nev^rton. La 
combinaison de ces théorèmes entre eux conduirait de même à la description 
de courbes dans l'espace par le mouvement du sommet d'un trièdre. Nous 
laisserons au lecteur le soin de tirer ces déductions. 

Après avoir, dans ce qui précède, étendu aux surfaces algébriques les 
théorèmes fondamentaux de la géométrie supérieure qui permettent de décrire 
une conique déterminée par cinq points, nous ferons remarquer qu'aucun de 
ces théorèmes ne parait propre à résoudre directement la question de la 
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description d'une surface du second degré déterminée par neuf points. 
Cette question^ qui a été résolue pour la première fois par M. Hesse^ exige 
une analyse moins simple que celle dont nous avons fait usage jusqu^à 
présent. 

Dans un prochain mémoire, nous nous occuperons de Textension des 
théorèmes fondamentaux de la géométrie supérieure aux courbes gauches 
algébriques. 



TABLE DES MATIÈRES- 



PRÉFACE . . . 
PRÉLIMINAIRES. 



Pages. 

I 

I 



LIVRE I. 



GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE PLANE. 

Terminologie et notations 5 

CHAPITRE I. 

COORDONNÉES RECTIUGNES PONCTUELLES. 

Art. I. — Théorèmes généraux . 8-19 

Lemme fondamental ^ . 8 

I. Théorème fondamental 9 

IL Extension du théorème de Pappus . i2 

IIL Corollaire du théorème fondamental ib. 

IV. Extension du théorème de Desargues 14 

Lemme algébrique 15 

V. Corollaire du théorème de Desargues 17 

IV. Extension du théorème de Pascal 18 

Art. IL — Coniques i 9-20 

Théorème de Pappus généralisé 19 

Art. IIL — Courbes du troisième ordre 20-î23 

1. Théorème fondamental 20 

Premier cas particulier 21 

Deuxième cas particulier ih. 



138 TABLE DES MATIÈRES. 

Pages. 

II. Ëxlension du théorème de Pappus Si 

III. Corollaire du théorème fondamental .- 22 

IV. Extension du théorème de Dcsarf);ues f6. 

Corollaire. . . ^ t6. 

V. Extension du théorème de Pascal t6. 

Art. IV. — Courbes du quatrième ordre 85-27 

1. Théorème fondamental 25 

Cas particulier 24 

II. Extension du théorème de Pappus 25 

III. Corollaire du théorème fondamental ^ ib. 

IV. Extension du théorème de Desargues 26 

Corollaire ' ib. 

V. Extension du théorème de Pascal t6. 

Art. V. -r Courbes du cinquième ordre 27-50 

I. Théorème fondamental . 27 

Cas particulier 28 

II. Extension du théorème de Pappus ib. 

III. Corollaire du théorème fondamental 27 

IV. Extension du théorème de Desargues. ........... 28 

Corollaire ib. 

V. Extension du théorème de Pascal 29 

Conclusion > 50 

CHAPITRE II.. 

COORDONPféES RECTILIGNÏS TÂNGBNTtËLLfô. 

Art. I. — Théorèmes généraux 52-41 

Lemme fondamental 55 

r. Théorème fondamental 55 

. ir. Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus 56 

lir. Corollaire du théorème fondamental 57 

IV. Extension- du théorème corrélatif de celui de Desal^aes 58 

V. Corollaire 59 

Vr. Extension du théorème de Brianchon 40 

Art. II. — Coniques 41-42 

Théorème corrélatif de celui de Pappus généralisé 42 

Art. III. — Courbes de la troisième classe 42-44 

r. Théorème fondamental 42 

ir. Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus ib. 

Iir. Corollaire du théorème fondamental '. 45 

IV'. Extension du théorème corrélatif de celui de Desargues t6. 



TABLE DES MATIERES. ISO 

Pagetf. 

V. Corollaire • 45 

Vr. Extension du théorème de Brianchon 44 

Art. IV. — Cotirbeê de la quatrième classe 44-47 

r. Théorème fondamental 44 

ir. Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus , 45 

Iir. Corollaire du théorème fondamental 4q 

IV. Extension du théorème corrélatif de celui de Desargues e6. 

V. Corollaire 47 

vr. Extension du théorème de Brianchon i5. 

Art. V. — Courbes de la cinquième classe 47-49 

r. Théorlma foodamental 47 

ir. Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus 48 

X II1\ Corollaire du théorème fondamental .... ^6. 

IV'. Extension du théorème corrélatif de celui de Desargues t6. 

V. Corollaire ib. 

Vf. Extension, du théorème de Brianchon 49 

ADDITION. 

§ I. Existence des systèmes multiples de polygones conjugués inscrits, dans les courbes 

du quatrième et du cinquième ordre 50*54 

I II. Généralisation du théorème de Pascal 54-59 

Seconde extension du théorème de Pascal 55 

Théorème 57 

Première généralisation du théorème de Pascal {(,, 

Seconde — — 58 

S m. Généralisation du théorème de Desargues 59-62 

Première généralisation . . . '. 59 

Seconde — fî2 

CHAPITRE 111. 

, COORDOIfNIËES BIPOLAIRES. 

Théorème I , 55 

- II 16. 

- Jll .,.--: 67 

- JV. Extension du théorème de Newton . *. 69 

Cas particuliers *. 

Théorème V 70 

Cts particuliers : Réisiproque du théorème de Newton . . . ^ 16. 

Théorème VI t6. 



140 TABLE DES MATIERES. 

Pages. 

Théorème VII. Extension du théorème V 7i 

— VU!. — — VI 72 

— IX 75 

— X. Extension d'un théorème de M. Chasles t6. 

Ck>ncIusion 74 



LIVRE II. 



GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE DANS L'ESPACE. 

Terminologie et notations 80 

SURFACES DU SECOND DEGRt. 



CHAPITRE L 

COORDONNÉES RECTILIGNBS PONCTUELLES. 

Lcmme fondamental •Sa 

I. Théorème analogue à celui de Pappus 83 

Corollaire . 34 

IL Théorème analogue & celui de Desargues 85 

Corollaire 87 

III. Théorème analogue à celui de Pascal tfr. 

Conclusion 88 

SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 



CHAPITRE IL 

COORDONNÉES RECTILIGNES TANGENTIELLES. 

Terminologie et notations . . . ^ . t v . . 92 

r. Théorème analogue au corrélatif de celui de Pappus 94 

!!'• — . — — de Desargues 95 

Corollaire v f6. 

Iir. Théorème analogue à celui de Brianchon 96 

Conclusion - 97 



TABLE DES MATIÈRES. 444 



SURFACES DU TROISI&HG ORDRE. 



» 



CHAPITRE lU. 

COORDONNÉES RËCTILIGNES PONCTUELLES. 

Pages. 

Trièdres conjugués inscrits • 99 

I. Extension du théorème de Pappus 102 

II. — — de Desargues 403 

III. Corollaire t6. 

Tétraèdres conjugués inscrits i04 

IV. Extension du théorème de Pascal t6. 

Corollaire du théorème de Pappus 107 

Théorèmes 109-410 

V. Généralisation du théorème de Desargues iKi 

SURFACES DE LA TROISIÈME CLASSE. 



CHAPITRE IV. 

COORDONNÉES RECTlLlGNES TANGENTIELLE8. 

Trigones et tétragones conjugués . .# 144 

r. Extension du théorème corrélatif de celui de Pappus 116 

Corollaire 117 

ir. Extension du théorème corrélatif de celui de Desargues tfr. 

Iir. Corollaire t'6. 

IV'. Extension du théorème de firianchon 118 

V\ Généralisation du théorème corrélatif de celui de Desargues 419 

SURFACES SUPÉRIEURES. 



CHAPITRE V. 

COORDONNÉES CONIQUES ET COORDONNÉES RBCTILI01?B9. 

Coordonnées coniques 120 

Coordonnées rectilignes ponctuelles ISl 

Généralisation du théorème de Desargues t6. 

, ( Théorème généralisé de Dcsargne^. Théorème corrélatif 125 

Théorèmes généralisés de Pascal et de Brianchon . t6» 

19 



Ui TABLE DES MATIERES. 

CHAPITRE VI. 

COORDONNÉES DIÉORIQUBS ET TRléORIQUES. 

Pagci. 

§ I. Coordonnées triédriques particulières 125-132 

I. Théorème analogue à c^I ni de Newton i29 

II. Premier cas particulier «6. 

III. Deuxième cas particulier ib. 

IV. Théorème analogue au théorème généralisé de Newton .150 

V. Cas particulier : . . . t6. 

VI. Théorème. ioi 

>, § II. Coordonnées diédriques , 152-154 

VII. Théorème. • 153 

VIII. Théorème •. . . ib. 

^IIL Coordonnées triédriques générales 154-156 

IX. Théorème 155 

X. Théorème ib. 



ERRATA. 



-I) y 



Page 11, ligne 16, au lieu de : réqualion lisez : réquation (1). 

— 18, — 3, — d'un point lisez : d*an point qnelconque. 

— 16,-17, — ccn-i-hi' lisez :an-i-^^i. 

— 23, — 1, — Théorème de Pappus /»«0z : Extension du tliéorèine de Pappus. 

— 34, — 20, - Cn — ^ lisez :Cn-9, 

— 38, ~ 7,enremonUnl,au/teude;Aj"-')Airi*^=fcAjr-»)Ai"ll! /i5C3.-Ai"-'>...AiT/^— ftAjf-*)... Ai^iSI. 

— 58,-2, — — «"-*,«"'-»' /iM2 .•«„_!, 5«._t'. 

— 40, — 8, au lieu de : plus haut lisex : plus haut (p. 13). 
~ 41, — 14, — coordonnéos reciilignes lisez : coordonnées rectilignes poncluelles. 

— 62, — 1, en remontant, au /leu de; p. 246; t871. «5^3 .p. 246. -(1871). •- 

— 66, — 7, au lieu d« .• m = 1 lisez ; n = 1. 

— 91, — 1, en ren^ontant, au l/eti de: 1871. /WM .(1871). 

— 104, — 9, au lieu de : surface, lisez : surface 
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